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ENSEIGNEMENT DE L’ALGEBRE ET TRANSPOSITION DIDACTIQUE

Abstract. This paper brings together a number of developments that the author
presented at the IRRSAE-Piemonte and at the University of Torino in November
1986. :

In order to _aéhieve readability, a two-part structure has been adopted: the first
part is concerned with the basics of didactics transposition theory, while the second
part focuses on the dicactic transposition of algebra. :

A) SUR LE PROCESSUS DE TRANSPOSITION DIDACTIQUE

1. Eléments structurels

1.1. L'univers dans lequel le schéma décrit ci-aprés prend son sens est celui de la société,
au sein de laguelle on 'distingucra d’abord le systéme d’enseignement. |

1.2. A Tintérieur du systeme d’enseignement se forment, vivent puis disparaissent les
systémes didactiques, dont les composants essentiels sont l’ensesgnant, les enseignés, un
savoir. (On notera que le systéme d’enseignement contient bien d’autres éléments que les
systémes didactiques, et n(itammeht lés_dispositifs penjné'ttant la formation des sy.stémes
didactiques par la régulation des flux d’enseignés). '

1.3. Autour du systéme d’enscignement stricto sensu, on trouve une zone d:’intcrfagage avec
la société, que 'on appellcra noosphére. L’ensemble du systeme d’enseignement et de sa
noosphere est désigné comme le systéme d’enseignement lato sensu. La noosphere contient
notamment les professeurs militants, leur associations, les producteurs et les défenseurs de
telle doctrine dldacthue, etc.

1.4. A I'intérieur de la société, et a P’extérieur du systéme d’enseignement lato sensu, deux
instances jouent un rdle essentiel dans les mécanismes examinés plus loin: la communauté
savante relative au savoir enseigné -- ici, la communauté des mathématiciens —, d’une part;
le groupe des parents, d’autre part.

1.5. A ces deux groupes sociaux on peut adjoindre de multiples autres groupes, dont
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l’lmportance a été _]llsql.l icl (et en ce qm concerne Ienselgnemem général du moms)
relativement faible: en partlcuher les groupes de métler

2 L’écologie d'u savoir' enseigné

2 1. Lorsqu’on considére un systéme dldacthue (ou, plus exactement, une classe
délcrmmée de sysu’:mes dndacthues), on observe qu’en ces systdmes se traite “du savoir”.
En premlére approxlmatlon, on peut considérer le theme de la transposmon didactique
comme une réponse (globale, et qui demande 2 étre approfondle en chaque cas partlculler)
a la question: d’od ce savoir vient-il?

2.2. Audeladela qu‘esnon de ’origine, ou plutt de la gentse du savoir cnseigné,_ une autre
question (ou plus exactement une autre classe de questions) doit &tre posée: quelles sont les
conditions qui permettent 1’existence de ce savoir, ou de tel ou tel de ses €léments, qui en

-éxpliquem les modalités d’apparition, de fonctionnement, de changement et de disparition?

2.3. C'est I'ensemble de ces conditions (et des analyses qui les prennent pour objet) que
nous appellerons l’ecalogie du savoir enséigne’

24. Le processus de transposition dldacthue apparalt alors comme P’ensemble des
mécanismes par lesquels est engendré le savoir enseigné, dans des formes compatlbles avec
r ensemblc des conditions qul lui sont imposées et au regard desquelles il devra prouver sa
vzabshté ~ sauf 2 dlsparaitre des systemes dldacthues (disparition qui est, au demeurant,

un phénoméne banal et perlodlquement observable)

3. La-contrainte de comp‘a_ti_bilit‘é avec le savoir savant

3.1. Dans les. systtmes d’enseignement modernes, issus des systemes d’enseignement

_ formees en Europc occidentale a partlr du XVle sidcle, la contrainte dominante est une

conlramte de compatlbllltc avec le savoir savant correspondant au savoir enseigné, au sein
de cet univers culturel qu’est la société. '

3.2, L’abscncc d’un savoir correspondant qui soit regardé, dans la culture de 1a sociéé
consnderée comme véntablement savant, constifue une situation partncuhere, source de
dysfoncnonnements essentiels; cette question sera laissée de cOt€ dans ce qu1 suit.

3.3. La compaublhté avec le savmr savant prend la forme d’une reconnaissance, par
la communauté savante correspondante, du savoir enseigné comme digne de recevoir
Iétiquette (le “label”) que le systtme d’enseignement entend lui attribuer — en bref que

-ce qui s’enseigne sous te nom de mathématiques, par exemple, est bien reconnu par les
- mathématiciens comme étant des mathématiques.

3.4, Cette reconnaissance ne se fait pas sur la base d’un examen minutieux et rationnel,
mais résulte, a chaque instant, d’une négociation sociale, ot intervention médiatrice de
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la noosphere joue un rdle structurellement et fonctionnéllement décisif, et qui devient
nettement (et parfois spectaculalrement) visible dans Jes pénodes critiques (dont. le
mouvement des mathématiques modemes constitue l’exemple caractérlsthuc le plus récent)

3.5. Les résultats de cette négocmtlon ne sont pas acquls une f01s pour toutes: ils sont
reguhérement remls en cause, tandis que la ncgomatlon, en sommeil pendant un temps,
doit alors étre actlvcment reprise.

3.6. C’est ainsi que I'introduction de la “théorie des ensembles” a I’école primaire a permis
— de concert avec d’autres éléments — de l'ég'ilimer dans un premier tcmps,' aux yeux des -
mathématiciens (pris ici non comme un groupe homogéne, mais comme un groupe dans
lequels certains, 2 un moment donné, entrament plus ou moins massivement I’ ensemble
de leur communauté) le projet d'cnselgnement proposé par les “mathématiques modernes”

comme relevant bien des mathemathues des mathématiciens. Mais cette légmmé a été,
peu de temps aprés, remise en question (sur ce pomt au moins), la “théorie des ensembles”

ayant ét6 dénoncée comme trahissant la “véritable” théorie des ensembles...

4. La dialectique de Ia 1égitimation sociale

4.1. Le caractere domlnant de la contrainte de compatlblllte avec le savoir savant constitue
un lmportant principe d’économie en ce qui concerne le processus global de négocnatlon,
par le systéme d’enselgnement (lato sensu) avec la société (prise comme un tout complexe),
de la légitimité s0c1ale et culturelle du projet (et des pratigues) d’cnselgnement Elle pcrmet

en particulier de mener cetté négocnatlon avec un partenaire privilégié (le savoir savant en.
ses représentants), et tend & mettre 2 dlstance les autres partenaires potentlels du débat.

42, Mais ce caractere dommant peut s affalbllr Il en est ainsi par exemple lorsque la
communauté savante ne joue pas, en telle ou telle occasion détcrmmée le rﬁle de pulssance
d’investiture et de ]cgltll‘l'latl()l'l qui a été decnt plus haut — situation qui s’est produnte en
République Fédérale d’Allemagne en ce qui concerne le mouvement des mathématiques
modernes par cxemple

4.3. Plus généralement, toute cvolutlon qui tend & mettre en avant d’autres partenalres
-potentlels semble devoir affaiblir la place du systéme d’enseignement au sein de la société,
dans la mesure exactement ob ces partenaires ne bénéficient pas de I'autorité culturelle
et sociale que suppose le pouvoir d’investiture pennettant de conférer au projet et aux
pratiques d’enseéignement concernés la 1égitimité requise.

4.4. 1l en va ainsi en particulier avec le groupe ¢(multiforme et composite) des parents.
Le rapprochement du savoir enseigné avec le savoir des parents (qui n’est pas homogene
étant donné la stratification sociale, mais que a ses représentants & travers les associations de
parents d’éléves, etc.) est en effet un pidge: non seulement le groupe des p'arents est, jusqu’a
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. aujourd’hui, dépourvu de la puissance d’investitﬁ_fe et de légitimation nécessairé,_ mais —
negativement — ce rapprochement tend & déqualifier socialement le travail de I’enseignant en

banélisant les objectifs assignés au systéme d’enseignement — I’école primaire fournissant
ici le cas le plus visible, mais. non le seul du type de dysfonctionniement qu’une telle

-evo]utlon (en el]e-meme naturelle) tend a provoquer, et qui peut,  la limite, conduire les
‘parents & regarder les ensei gnants comme recevant mission de faire ce qui’ils pourraient trés

bien faire eux-memes s’ils en prenaient le temps, dans une perspectlve o les enselgnants
regowent ainsi un statut social proche de celui de la femme de ménage...

45. La solut:on spontanément apportée au probleme de Péquilibre de ce rapport de forces
se trouve, pour résumer, dans létabhssement d’une “bonne distance”, qui rapproche le

: savonr ensclgnc du savoir savant, et qui I elongne suffisamment du savoir des parents. Ces

deux mouvements sont en fait sohdalres — et il faut & nouveau souligner i ici I’économie de
principe ainsi réalisée — dans 1a mesure od tout rapprochement avec le savoir savant (actuel

ou récent) entraine ipso facto un éloignement par rapport au savoir des parents.

4.6. La qucstion des conditions de compatibilité sociale du systeme d’cnéeignement se
pose encore ~ comme on I’a noté ~ a propos d’autres groupes sociaux, et notamment les
groupes de rnétler, en relation avec I"'usage du savoir concerné qui se trouve réalisé dans
te ou tel de ces groupes.. Sl est vrai que, a I'instar du groupe des parents, aucun groupe
de métier ne semblc dlsposer au_|ourd hui du capltal symbollque qui pourralt fonder la
pulssance d’mvestlture reqmse, le probléme, cependant, se pose ici dlfféremment

4.7. D’une part le systéme des groupes de métler est doté d’une structure trés lache, |
atomlsée en une multiplicité largement mcoordonnée de groupes mcapables de donncr
I'i 1mpressnon de par]er d’une seule voix, tandis que les contestations ponctucl]es n’ont que

:peu de chances d’étre. cu]turellement prlses en compte, des lors qu ‘elles ont & 8’ opposer ala

Iegltlmlté culturelle, hlstorlquemem acqunse, des savoirs savants, D’autrc part I"articulation
entre les groupes de métier et les savoirs savants dont ils mettent en oeuvre des éléments
sé fait de maniere indirecte, par le truchement de médiations nombreuses, qui créent
une constante opacité sociale et culturelle et empéchent ces groupes de développer une
contcstat_ion argumentée (et non pas seulem_clit globale et générale, laquellé, pour toujours

renaissante qu’elle soit, demeure également peu crédible) des savoirs enseignés.

4, 8 On notera de ce point de vue que I’intention, actuellement frcquemmcnt formulée au
sein de la noosphere, de ne plus donner aux savoirs enseignés que la seule référence des
savoirs savants corrcpondants, apparalt a cet égard comme une difficile ambition — dés lors
que ce rapprochement, mené avec désinvolture, entrainerait en méme temps 1’éloignement
par rapport aux savoirs savants, Dans le dialogue qu’elle voudrait instaurer A cette fin,
la noospheére découvre en effet que ses interlocuteurs sont introuvables (ce qui la conduit
en bien des cas d’ailleurs a se créer des interlocuteurs imaginaires) ou — de toute fagon —
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démunis du pouvoir de faire avaliser sociélement les résultats de la négociation si celle-ci
pouvait &tre menée A son terme. Avant de decouvrlr sans doute, combien le refus du.
“boiclier” constitué par le savoir savant peut se révéler 1nva11dant en fraglllsant la place'
du systéme d’enseignement au sein dé la socnété

49. 1l _convne_nt enfin de souligner que la tendance, ré_gulié_rement explicitée, de la nodsph'_é:e
a rechercher-de nouvelles alliances auprés de nouveaux partenaires sociaux. et qui semble
procéder de V'illusion que le systéme d’enselgnement peut s’affranchir sans dommage de
son lien de vassalité 2 ’endroit du savoir savant, se manifeste sur le fond d’une illusion
selon Iaquelle le savoir enselgné apparait comme naturellement 1dent1ﬁable au savoir savant
(ou a une partie de celii-ci). C’est cette illusion de la transparence du savoir enselgné qui
. se trouve dénoncée dis lors qu’on tente d’effectuer ’analyse des processus par lesquels est
. produit, historiquement, le savoir enseigné.

5. Le procéssus de t.ransp'osition didactique

'5.1. D’od vient le savoir enseigﬁé ? Pour I'essentiel, du savoir savant correspondant, A
quoi il faut ajouter des éléments de savoir endogénes, spécifiquement produits a I'intérieur
du systtme d’enseignement (lato sensu), et qu'on désignera ici comme des créations
didactiques _ ' ' o

52. La représentanon que les acteurs du systéme d’enseignement se font de cette
genése historique est fondamentalement ambivalente. D’une part, I'illusion de la
transparence conduit & percevoir les créations dldacthues endogénes, et plus généralement
les phénomcnes liés a la transposition dldacthue, comme n’ayant que des effets contmgents, _
cnrconstancwls, et donc non essentlels, sur le statut épnstémologlque de tel ou tel élément de _
savoir. D’autre part, ét en consequence, l’1llusnon de la transparence conduit 2 percevonr les
pOSSlbllltéS de modlﬁcatlon apportees au savonr enseigné comme infinies, librement ouvertes
a I’enseignant, sans pourtant que se rompe le lien de filiation avec, et d’authentlﬁcatlon par
le savoir savant.

5.3. On n’analysera pas' davantage, ici, les mécanismes généraux de la transposition
didactique, et on se contentera de souligner que la formation du savoir enseigné 2 partir
du savoir savant résout a la fois le probléme de I'origing du’ savoir enseigné (avec quoi
“fabriquer” du savoir enseigné ?) et le probléme de I'écologie sociale du savoir enseigné
(comment faire pour que le savoir enseigné soit écologiquement viable au sein d’une société
donnée en tant que savoir enseigné ?), dans la mesure ol son origine prépare de maniére
parnculléremem favorable sa légitimation par le savoir savant.
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6. Contraintes intefnes et éé‘blo'g‘le ilidactique :

_61 En pénétrant dans les systémes dldacthues, en prenant vie dans le processus

dldacthue, le savoir a enseigner devient véntablement savoir enseigné. Or en cette étape,

Texistence (ou la survne) du savoir enselgné suppose alors que soient satisfaites une somme

de’ condltlons internes. au systéme d’enselgnement conditions dont le systéme d’ensemble
constitue l’e‘cologce dxdacnque du savoir enselgné '

6.2. L’exlstence du Savoir enselgné apparalt alors suspendue a'sa capacité de satlsfalre aux
exlgences du comrat dcdac::que, lequel fixe, de ce point de vue, 2 la fois les ¢ performances
et les limites des perfonnances qui sont exngées de lui.

6.3. Dans le cadre des contrats didactiques modernes — ceux qui prévalent dans les
systtmes d’enseignement actuels en particulier ~, ces exigences peuvent étre classées en

deux catégories, solidaires I'une de T'autre. D’une part, le savoir enscigné doit pbuv’oir

&tre présenté selon une prognessmn argumentée, et définir ainsi une norme temporelle
de progres dans le savoir que I'on désignera sous le nom de temps didactique, le
processus de construction (mteme au systtme didactique) du temps didactique étant lui-
méme appelé chronogénése.  1'autre part, chaque * ‘segment” du temps dldacthue doit
dessiner deux places, 1’une pour l’enselgnant, I’autre pour I’enseigné, selon un processus
appelé :opogénese -

6.4, C est en ce pomt qu mtemennent Ics “sujets didactiques”, I'enseignant et les
~ enseignés. Comme le savoir savant, le’ savoir enseigné n’existe pas de maniere immaté-

rielle, in vacuo Son. exnstence suppose que des individus puissent entretenir avec li

_ _certams mpporrs —le rappon au savoir — vanables selon leur position au sein du systéme

d’ ensengnement Il faudra qu enselgnant et enselgnés pmssent venir occuper, par rapport
au savoir cnselgné la place qui leur est formellement dévolue On verra, en examinant
rapldement le cas de I’ cnselgnement de I algebre, qu’il s’agit la de conditions dontla
réahsanon s avére décisive dans la survie et le faf;onnemcnt du savoir enselgné

'B) SUR L’ENSEIGNEMENT DE L’ ALGEBRE ELEMENTAIRE

7. Qu’est-ce que l’algéb_re? 1 Programmes et enseignants

7.1. On examinera ici le sens attribué au mot algébre par. les acteurs du systeme
d’enseignement, dans le cadre des colleges frangals, soit la partie de la matidre ensclgnée

qu’ils subsument sous ce nom.

7.2. Précisons d’abord rapidement la signification qui semble &tre donnée a ce mot dans
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les programmes officiels (ou encore dans les manuels, qui sont leurs intérceésseurs auprés
des enseignants et, d’une maniére différente, des éléves). I étiquette “algébre” a longtemps
jouéen France un réle structurant essentiel dans le corpus des mathématnques enselgnées, de
concert avec “arithmétique” et “géométrie” (en laissant ici de coté I’ "analyse mathemathue) |
dans le cadre d’une structure doublement oppositive rcpresentée par la figure ci- aprés

Mathématiq_ues
Géométrie Non-géométrie
(espace) - (ncmbre ) |
\ .
/SN
Arithmétique Algebre

7. 3 Cette structure du savoir mathématique enselgné — qui est la structure des
mathémathues que reconnait déja Descartes — s ’est maintenue pour I’essentiel Jusqu ‘A
la réforme des mathémathues modemes, qui entre ofﬁcnellement en vigueur en France a
la fin des années soixante (ou au début des années soixante- dix, selon les classes) Mals
au-dela elle se défait (méme si le mot d’algébre demeure vivant, point sur lequel nous
allons revemr) et se trouve remplacée par une simple opposmon géométnel(structures)’
numénque(s) (Voir Chevallard 1985a)

74, Ce mouvement est poursuivi et conﬁrme par la récente réforme des programmes
" du collége rendue pubhque en 1985 (et qui affecte la classe de s1x1éme la rentrée
1986), programmes structurés selon les rubnques opposées des “Travaux geomémques
et des *Travaux numénques auxquclles vient § "ajoindre une novation, la rubnque inti-
tulée “Organisation et gestion de données. Fonctions”. Dans ce cadre, les élérnents que
I’on pourrait assigner a l’algébre se trouvent inclus dans le domame du numenque — ici,
dans la rubrique des “Travaux numériques” (voir I’annexe 1).

7.5. En ce qui concerne I’emploi par les enseignants du mot “algébre” — dont I'emploi
officiel, comme on I’a noté, se réduit & trés peu de chose —, il semble que 1’on puisse le
résumer en disant que ce mot tend 2 s’appliquer, informellement, & tout ce qui n’est pas
géométrie. ' '

7.6. On considérera ci-aprés les réponses apportées par 24 enseignants de college 4 la
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questlon sulvante :
“Une persorme ayant falt des études scnentlﬁques mais qui a perdu contact avec

R & ense:gnement secondaire actuel vous demande ce que I'on enselgne aujourd‘hm, en

algebre au college Que lui répondez-vous‘?”

_ Les réponses sont reprodultes dans I'annéxe 2. On notera que I’une d’el]e -~ la
réponse 15 - est nettement atypige et qu’une autre — la réponse 24 — est une quasi non-
réponse Dans ce qui smt on ne prendra donc en compte qu’un corpus de 22 réponses

7.7. Le tableau 1 présente (sous une forme éclatée, qui fait perdre leur tonalité propre

aux réponses analysées) les occurrences de différents traits descriptifs utilisés. On notera

d’abord la large dnsperswn de ces descriptions de I algébre enselgnée au college si on_
les regarde comme composants d'un tableau d’ensemble du domaine considéré. Cela
conﬁrme la formule indiquée plus haut I algébre c’est (au moins...) fout ce qui n’est
pas géoméme Si l’examen du tableau 2 montre qu’aucun des 22 enseignants ne cite plus
de 4 des 7 rubnques recensées, on doit admettre pourtant que 1'usage informel du mot
d algebre dans le jargon professwnnel des enseignants frangais de college peut recouvrir
I’énsemble des rubriques. répertoriées ici (la réponse “géoméirie” donnée par l’enselgnant
13 devant vralsemblablement &tre entendue, ainsi que nous 1’avons fait, comme se référant

2 l’utlhsatlon de- I'algdbre en géométrie).

7.8. Le paysage que dessment ces réponses apparax’“t toutefois falt de masses fortement
dlssymétnques Le noyau central des descrlptlons est constitué — comme on- pouvait s’y

.attendre par les thémes Equatzons et Calcul algebnque, le premler étant cité 30 fois et

par 17 ense:gnants le second 32 fois et par 19 ensengnants Les 5 enselgnants qui n ‘ont

-pas cité le thime Equaaons ont tous cité le théme Calcul algébnque, inversement, les 3
- enseignants qui ne mentlonnent pas le théme Calcul alg bnque citent le theme Equanons

T 9 La seconde masse ‘est’ constltuée par l’umque théme Calculs sur les nombres, qui

est cité par 10 enselgnants sur 22 et regont en tout 20 cntatlons - Ce positionnement des

structures numénques dans le cadre dé I algébre ne doit pas falre 111usmn (vmr Chevallard

1985a): alors qu'il se Justlﬁerant d’un point de vue théorlque que nous développerons plus
loin, il est ici la manifestation de l’abeutlssement d’une évolutnon ‘historique récente qui, par
le truchement de I’ importation dans Je systéme d’enseignement de la théorie des structures

) algébnques. a pemus de penser (d’une manidre déterminée) le theme des systémes de

nombres comme relevant de I’ algébre (“moderne”), au détriment de l’algebre élémentaire
classique devenue quant  elle évanouissante, sinon bien sfir dans les pratiques (comme on
peut le constater), du moins dans le libellé des programmes officiels.
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TABLEAU 1

Equations :
— Equations: 4, 6, 8, 13, 16,

— Equations du ler dégré 1, 3, 10, 11 12, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23.

Inéquatlons du ler dégré: 1, 11, 17, 18, 20, 22, 23
_ — Systemes d'équations du ler dégré: 10, 17, 20.
- _Systélﬁés d’inéquations du ler dégré: 17, 20.
— Equations du second degré: 20.

Calcul algébrique

s Emploi de lettres: 1, 7, 18.
— Parenthéses: 2, 21. |
— Ecriture d’expressions algébriques: 2.
— Calcul (algébriques): 2, 3, 8, 18, 21, 22.
— Calcul sur les polynémes: 14,
— Puissances: 5, 9. |
~ Identltés remarquables 1, 4, 12, 13, 16 17, 21.

- Factorlsatlons, développements: 1, 5, 6, 9, 11,13, 14, 17, 18, 23,

Calculs sur les nombres
— Ensembles de nombres et opérations: 10, 22.
- Décim_aux:'S.
— Relatifs: 12,
. — Fractions: 1, 3, 12, 16, 17.
— Rationnels: 3.
- Ra_cilies carrées, irrationnels: 1, 3, 17,
- Réels: 5, 12, 19, 22, 23.
— Regles des signes: 17.
— Valeurs absolues: 17.

Résolutions de Iproblémes
— Résolution de problémes: 1.
. — Mise en équation de problémes (“concrets™): 3, 6, 18, 19.

183




184 | | ‘ Y. Chevallard

Fonctions (linéaires et affines): 3, 14, 17, 23,

Ensembles: 7, 10, 16.

Applications & la géométrie
- Géométﬁe (sic): 13.
'~ Géomérie cartesienne et vecteurs: 22,
'-_- Angles: 22. '
 — Trigonométrie: 22.

TABLEAU 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
_ Equations 2 X 1 1 X 1 X 1 X 2 2
Cal. alg. 3 3 1 1 2 1 1 1 2 X 1
Cal. num. 2 X 4 X 1 X X X X 1 X
Rés. pb. 1 X 1 X X 1 X X X X X
Fonct. X X X X X X X 1 X X X
Ens. X X X X X X 1 X X 1 X
* Appl. géo. X X X X X X X X X X X
| 12 13 14 16 17 18 19 20 21 22 23
'Equations 1 1. X 1 4 2 1 5 1 2 2
Cal. alg. tr 2 2 1 2 3 X X 3 1 1
Cal. num. 3. X X 1 4 X 1 X X 2 1
Rés. pb. X X X X X 1 1 X X X X
Fonct. X X 1 X 1 X X X X X I
Ens. X X X 1 X X X X X X X
X 1 X X X X X X X 3 X

Appl. géo.

7.10. Viennent ensuite les autres rubriques (Résolution de problemes, Fonctions, Ensembles
et Applic_ations ala géométrie) dont les “scores” sont reSpecﬁvement (5,5), 4.4), (3,3) et
2.4). _Quelques remarques péuVen_t atre faites ici pour éclairer le lecteur.

1. La mention de la résolution de problémes semble bien &tre un écho du mouvement
récent, et relativement insistant, qui sest développé en France au sein de la noosphgre, au
cours des dernidres années, autour de la doctrine de la “pédagogie du probleme” — bien
plus qu'un vestige d’une situation traditionnelle (laminée en son temps par la réforme des
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* mathématiques modernes) ol l’algebre était déclarée (plus que pratiquée) comme méthode
de résolutlon de probleémes (arlthmétrques)

2. Le thdme des fonctions était ancrennemem — et notamment dans les programmes
et les manuels d’ algébre relatifs a I’ ensclgnement du lycée — inclus dans l¢ domaine: de
I’algbre. Sa présence est ici plus probablement I effet de l’apparentement des fonctions
étudiées au college — les fonctions linéaires et affines — avec des objets mathématrques
appartenant au noyau de l algébre enseignée a ce niveau — équatlons et inéquations du
premrer degré. -

3. Le theme des ensembles est crtc par 2 cnsengnants sur les 3 qui le mentionnent,
comme résiduel (voir dans I’annexe 2 les réponses des enseignants 7 et 10), en ‘conformité
avec ce que ’on peut directement observer Aprds avoir en effet tenu une place essentielle
dans les programmes et dans I’enseignement des années 1970, les notions ensemblistes y
occupent depuis la fin des années soixante-dix une position tr¥s marginale. Mais il est
: rnteressant de noter ici ces vestiges, qui soulignent I’extension et le flou de I acocptron

attribuée au mot d’algebre. :

4. Les applications & la géométrie, enﬂn se rattachent a l‘algébrc pour partle dans
le cadre du tryptrque
équations du premier degré / fonctions affines / droites
En revanche, Ta mention de la trigonométrie (qui, il est vrai, n’apparaft ici ‘que
dans une réponse) pourrait étre mise en relation _ave'c la pr_éseotation actuelle des notions
trigonométriques, qui fut introduite dans la noosphére des le milieu des années soixante-dix
par le livre de Gustave Choquet, L’enseignement de la géométrie (Hermann, Paris, 1964).

8. Qu’éSf que l’algébre? 2. Le;savoir-. savant

8.1. L’examen du savoir savant met en relief un pomt essentiel: le “noyau pnmalre” de :
l’algébre, c’est la théorie des équations, telle que 1a crée, dans la premidre partie du IXe
: srccle, al- Khwanzmr 1 faut souligner tout de suite, sur l’exemplc des problémes (que nous
disons) du premier degré, en qum l’algebrc - €h ¢¢ sens ~ s¢ drfférencre de l’anthméthue

8.2, Considérons le probleme suivant, emprunté 2 un manuel d’arithmétique- publié en 1925 .
(voir I'annexe 3): :
“Un négociant achéte une pzéce de drap & raison de 40 francs le metre. 1l en revend
le quart a 54, 40 francs le métre, 1/5 & 56 francs le métre, et l¢ reste a 50 francs
le metre. 1l retire de cette vente un bénéfice de 1476 francs. Combien y avait-il de
métres dans la piéce de drap?” o
La résolution de ce problkme par | ‘algebre suppose d’abord le choix de I'inconnue
— on prendra ici le nombre cherché, soit 1a longueur de la pigce de drap-achetée —, puis la
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mise en équation, qui conduit ici écrire:
54 40(::;/4) + 56(m/5) + 50(::: — /4~ z/5) — 40z = 1476.
o est en ce pomt que l’on doit recourir au “calcul equatlonnel” (ol on 'trouve a I’état

de germe. ce qui dewendra le calcul algébnque le plus général), lequel permet de réécrire
1’équation obtenue so_us des formes successives équivalentes:

*en multipliant par 20;
2721: + 224z + 50(20z — 52 — 4x) — 800z = 29520

* en réclmsant les termes semblables:
496:1: + 550z — 8002 = 20520
soit encore: - 246z = 29520
* en divisant alors par 246:

x =120.

8.3. Examinons maintenant la solution traditionnelle, par Uarithmétique, du méme
prOblémc. - La méthode 2 mettre en oeuvre est ici le procédé dit de “fausse position”
(ou de “fausse. suppdsition”), encore appelé regula falsi. Bien entendu, il n'y a pas alors
mise en €équation véritable; mais il sera utile, pour la comparaison visée, de se référer a
r équatlon obtenue plus haut, On choisit un nombre quelconque, que I'on regarde comme
une “fausse valeur” du nombre cherché plus habilement, pour éviter les fractions, il est
judicieux de choisir ici un multiple commun 2 4 et 5 ‘par exemple 20. Des lors, on peut
déterminer, par un simple calcul numérique, ce que le négociant auralt gagné s’il avait
effectlvement acheté une pléce de drap de la longucur choisie, & savoir:

5 f01s 54, 40 francs

plus 4 fois 56  francs
plus (20-5-4) fois, soit 11 fois 50  francs

- moins 20 fois 40 francs
soit encore = 272 francs
plus 224 francs

plus 550 francs

moins 800 francs

¢’est-a-dire enfin 246 francs.
Or on sait que ce négociant a en fait gagné 6 fois plus, puisque: 1476/246 = 6.
- Cest “donc™ que la pidce de drap qu’il avait effectivement achetée était de longueur 6 fois
supérieure 2 la longueur posée, i.e. de longueur 120 mtres. -
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8.4. Si — d’une maniére hlstorlquement non pertinente — on met en oeuvre la méthode de
fausse position en se guidant, pour conduire les calculs numériques, sur I équation telle
que I’établit la-méthode algébrique, une différence frappante apparait: dans la méthode
arithmétique, on ne “manipule” pas I’ équation, on ne touche pas i I’équation (et il n’est
donc pas nécessaire de I’écrire: 1’énoncé du probieme fournit en général assez clalrement
le fil conducteur des calculs numériques). Dans la méthode algébrique, au contraire,
cest la manipulation pertinente (et mathématiquement valide) de l’éq,uat_ion qui est la
clé de la solution du probleme. (On notera ici que les problémes propoSés au titre de
la-méthode arithmétique dans 1'enseignement d’autrefois conduiraient, s’ils étaient traités
par la. méthode algébrique, a des équations du premier degré dont la complexité est
souvent Supéri_eitre a ce qu’il est d’usage de proposer aujourd’hui aux éldves qlii abordent
‘Papprentissage de I’algébre glémentaire: le lecteur pourra le vérifier en examinant les
p'rbblémes figurant dans 1’annexe 3.} '

8.5. L'emploi de la méthode algébrique suppose ainsi la maitrise, au-dela des régles de
base du calcul équationnel - al-jbr ou c_héngement de :mermbre d’un terme, ai-mucjabala
ou réduction des termes semblables —, de tout un calcul algébrique, qdi se développe
bientdt hors du cadre strict des manipulations d’équations, directement sur les expressions
algébriques. Ce sont les successeurs d’al-Khwarizmi (notamment al-_K.arziji) qui en seront
les pionsiers. |

8.6. Du point de vue qui est_lé ndtre ici, I’évolution historique de 1’algeébre savante peut etre
résumée par trois faits (en laissant de coté pour le moment les _problémés du symbolismé' .
algébrique — qui se rdglent pour I'essentiel entre la fin du XVlIe et le début du XVIIe
siecle-, d’une part, et le probléme — qui ne sera vraiment réglé qu’au XIXe sidcle — des
- systémes de nombres, d’autre part). | |

1. - La relation de I'algebre, comme secteur des mathématiques savantes, 2
la résolution des problemes arithmétiques traditionnels auxquels se- référait toute la
mathemathue ancienne, de Babylone jusqu a al- Khwarlzml, 8 estompe rapldement parce
que de tels problemes, exceptes ceux qui constituent le corpus dlophantlen (lesquels
continueront longtemps d’alimenter la réflexion mathémathue), sont théoriquement réglés
et n’apparaissent plus guére que comme de simples applications pour les commengants. Le
lecteur trouvera, dans I'annexe 4, un choix de tels problémes, émpruntés a I’Arithmetica
universalis de Newton (1707).

2. Les algébristes s’attachent prioritairement, jusqu’a Descartes et sa Géométrie
(1637), a développer la théorie des équations. On connait les grandes étapes de cette
aventure: les algébristes italiens du XVIe siecle (Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano,
Bombelli, etc.) résolvent les équations générales de degrés 3 et 4 (les mathématiciens
arabes n’y étaient pas parvenus); leurs successeurs buteront longuemerit sur les équations
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de degré supéneur jusqu’a ce que, entre la fin du XVIIle siécle (Vandermonde, Lagrange)
et le début du XIXe (Abel Galois), I'on parvienne  une réponse négative (impossibilité
de la: résolutlon algébnque, “par radicaux”, des équatlons de degré supérieur ou égal a 5),
en méme temps que se créent, comme sous-produits promls dun magmﬁque avemr les
' premners concepts: de l"‘algebre modeme : :

3. L’outll que constitue le calcul algébnque sous sa forme “symbohque moderné,

par opposntmn aux formes “rhétorique” et “syncopée” que dlstmgualt Nesselmann (1842)
- — pénetre (non-sans résnstances parfois, comme on I’ observe a propos de la “géométrie
pure™) tous les domames des. mathémathues et trouve des champs d’application nouveaux
en geométne (Descartes) et en théorie des nombres d’abord puis, en une extension illimitée,
dans I’analyse mathématique — I'“analyse algébnque ~, avec la création, é la fin du XVile
siecle, du caleul infinitésimal. _ ) : -

9. La spécificité de Palgebre enseignée

9.1. Jusqu’a un certai'ri point, ’enseignement de I’algébre au college puis au lycée —
mals au collége surtout puisque c’est 1a que se font les apprentissages fondamentaux a cet
egard repond dans son orgamsauon a la descnptlon donnée cx-dessus de I'évolution de
-l’algébre savante. Les équanons (du pretmer, puis du second degré) y occupem une place
non négllgeable et, surtout, le calcul algébrique sy trouve (relativement) fort développé.
Nous montrérons pourtant dans €€ qui suit que, au-dela de la permanence des domaines
et des l'lOthllS, la perspectwe, la prabtemarzque dans laquelle ces thémes apparalssent vont
~ changer. - c -

9.2 Le. developpement du calcul algébrlque, hlstorlquement est li¢ d’abord a
la theone des équatlons Or, l’enselgnement du collége nous montre une dlspmporuon
_frappante entre les exercwes de calcul algébrlque pmposés aux éleves, d’une part, et les
-calcul algébnque effectwement exngés d’eux dans le cadre de la résolution d’équations,

o autre part: ceux-ci sont généralement beaucoup plus “smples que ceux-1a. Le theme

des équatlcms ne sufﬁralt donc pas a justifier, s’il en était besoin, I’ 1mportance donnée au
calcul algébrlque Si maintenant — en se guldant ici sur I’hisoire de I’algdbre —, on cherche

Ase tourner vers d’ autres cadres qui pourraient requénr une matitrise plus avancée du calcul
algébnque, force est de constater qu’on ne les trouve guére — au collége du moins.

9.3, En réalité de tels cadres existent, ou existent bien davantage, au lycée Le
premier ‘bénéfice de I'investissement réalisé au college en matiere de calcul algébrique,
Iéléve va le recevoir; en effet, lorsqu’il abordera te théme du calcul des fonctions dérivées,
des lors qu’il aura affaire aux fractwns rationnelles par- exemple. Ce constat est corrélatif
d’un autre trait général de I’ enseignement de I’algebre élémentaire: a défaut de pouvoir
disposer de domaines d’interventions adaptés, l’apprennssage du calcul algébnque se fait, &
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 peu de choses pres, in vacuo, de manidre intrinséque, sans relation avec un but mathématique
dans la poursuite duquel le calcul algébrique interviendrait comme un moyen, et qui
donnerait leur pemnence aux mampulatlons effectuées. sur les expressions algébrlques Et,
lorsque de tels domaines d’intervention se rencontrent, la mattrise acquise 2 vide, ¢’est-a-
dire aussi les automatismes intériorisés comme une seconde nature par I’éleve, ne sont que
par chance appropnés ala spécnﬁcnté de la tache. Nous donnerons de cela un exemple.

94, Consndérons I'exercice suivant:
“Calculer la dénvee de.la fonction f(z) = (2z + 3)/(z + 1)2 »

On suppose que I’éleve mette ici en oeuvre la formule

(w/v) = (u'v—uv )/v

Dans cette hypothese, il obtient d’abord
(*) £@) = @z +1)? - 202 + (e + 1)@+ 1)

La formule employee ne conduit pas plus foin. Ce sont alors les automatisme engendrés
par le premier apprentlssage du calcul algébrnque qui prennent le relals et condulront
éventuellement 1'éleve A développer le numérateur (et — pourquoi pas" — le dénominateur
aussi peut &tre), pour obtenir alors (en ecartant toujours toute erreur de calcul);

(**) Flx)==-22® + 3+ 2)/(z+ 1)%.
Irhaginons maintenant un autre exerciee_:
“Détermmer le sens de variation de la fonction f()=(2x+3)/(z + 1)2.”

Iei, I’éleve ¢st améné a calemer la dérivée de la fonction f, non pour elle-méme,
mais avec.une intention au service de laquelle ce calcul n *est qu’un moyen: il s’agit pour
lui de déterlmner le signe de la dérivée. Or cette ﬁnahsatton du calcul va influer - le cas
échéant — sur le calcul lui-mémé, en fournissant un crittre de pertinence concernant la
forme du résultat obtenu, et donc aussi les décisions 2 prendre au cours de la conduite du -
calcul. Si par exemple I'éleve procéde ainsi qu'on I'a décrit ci-dessus, I’expression dc la
dérivée obtenu en (**) n’est pas la plus appropriée et, du point de vue du but poursuivi, le
calcul n’est pas terminé: il faut encore factonser le numérateur, afin de déterminer le signe
de f’(z). Mais en fait il eut été au moins aussi pertinent, en I’espace, de ne pas céder a
I’automatisme de développement, qui induit & passer de (*) & (**), mais d’opérer dés cette
étape une factorisation du numérateur, suivie d’une simplification de la fraction, ou encore
de simplifier dig'eetement (par x+1) sur la forme brute obtenue en (*), pour arriver enfin X:
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! (3:) (2(3: +1) - 2(2::: +3))/(z +1)°
(*'*‘:’k) o o - ={(-2z - 4)/(:::—|—1)3
- =2z +2) /(= + 1)3

9. 5 Cet exemple permet d’apercevoir deux falts essentlels D’une part, le premier
apprentnssage du calcul algébnque - étalé en France sur les années de quatrieme et de
tronsu’:me = se fait dans un cadre formel et non dans un cadre Jonctionnel. D’autre part,
et en conséquence — si du moins I'éleve poursult ses études générales (dans le cadre de
P enselgnement du lycée) les acquis de ce premier apprentlssagc seront mis 21 I’épreuve
dans un cadre autre, fonctnonnel celui-1a, et se trouveront donc retravailiés et remaniés,
des lors que I'éRRve sera amené a faire usage du calcul algébrlque a titre de moyen ou
d’outil dans des domaines variés des mathémathues On ne s’arrétera pas sur ce second
aspect ici, se contenant de souligner que, dans cette seconde phase, et au contraire de ce
qui se passe dans la premidre, il y aura apprentissage sans qu’il y ait & proprement parler
enseignement, i.e. sans qu il y ait intention d’enseigner 3 1'éleéve un autre type de rapport
au calcul algébrnque (Les enselgnants de lycée pensent généralement la mise en oeuvre du
calcul algébrlquc que suppose I’ enselgnement qu’ils donnent comme une simple application
d’un savoir déja constitué et, en consequence, s’étonneront ou s *indigneront parfois, de
r mhabﬂeté des éléves a cet égard) '

96 ‘Nous nous limiterons dans ce qul sunt a une analyse rapide du premier
appremlssage du calcul algebrlquc Cct apprentlssage avons-nous dit, se fait dans un
cadre “formel”. Or on touche 11 & une manidre de paradoxe: !’apprennssage des aspects

formels des mathémathues (en l’espéce, du calcul algébnque) ne peut se réaliser que de
" maniére tres madéquate dans un tel cadre farmel ‘Mais en fait, il n’y a 12 nul paradoxe
R s’agit. en effet de faire acquérlr a I'éleve la maitrise de la mampulatmn formelle des

~ expressions algébnques, or,.comme dans tout domaine soumis aun systbme de regles -

que l’on songe ici & un jeu, tel les éches —, cette maitrise ne porte pas que sur les régles prises
comme scheémes d’actions séparés des situations dans lcsquelles elles pourront. étre mises
“en ocuvre; elle devralt, en son principe ~ c’est-a-dire par référence 2 ’usage effectif des
- ces régles dans le cadre de la pratique mathématique —, porter tout autant sur la maitrise de -
I emp]m pertinent, fonctionnel, des régles formelles dont I’“apprentissage” est visé. C'est
un premier aspect, que nous avons déja souligné plus haut, et sur lequel on ne saurait trop
insister,

9.7. Car en réalité le calcul formel qui constitue le support du premier apprentissage
du calcul algébnque suppose de toute fagon un cadre de référence. A défaut d’un cadre
explicite fournissant un gulde 4 la conduite du calcul, et par rapport auquel le calcul
algébnque apparaitrait comme -un outil aux emplois divers, il existe bnen un cadre de
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' référence, mais qui demeure implicite: ce cadre ~ depuis longtemps familier a I'éléve -
est celui du caleul arithmétique, qui va fonctionner alors comme un véritable paradigme.
Or si I'on peut bien considérer que les régles du calcul algébrique sont I’expression des
propriétés- des opérations arithmétiques, le fonctionnement de ces regles en calcul algébriq_ue'
" nest pas superposable 2 leur fonctionnement arithmétique. En arithmétique en effet, tout
calcul opere constamment en. simpliﬁcatibn soit & complexité ostensive décroissante: on
y verra par exemple fonctionner la transformatlon 2 + 3 = 5, jamais la transformation -
inverse, 5 = 2 4+ 3. Or il en va tout autrement en calcul algébrique. D'une part, I’ objectif -
de simplification des exprcssnons algébriques suppose fréquemment, a titre d’intermédiaire,

. une complexlﬁcanon (i.e. une factonsatlon) préalable ainsi afin de mmphﬁer la fraction

devra-t-on d’abord observer qué I’on a (pér exemple)
2 -3 +2-3=x(2®+1) - 3(z® +1) = (z — 3)(z +1)

et 2 -z-6=(x-3)(z+2).
D’autre part, c’est en bien des cas une complexification qui appairait pertinente.
Considérons ainsi I’expression

(22 +3)/(z +1)% - 2/z.

L’habitus “anthmétlcolde” poussera ici I'éléve, & qui serait demandé sans plus de
“calculer cette expression”, 2 la traiter comme il le ferait d’une différence de deux fractions
numériques: '

(2a: + 3)/(xz +1)? - 2/:1: = ((2::: +3z) - 20z +1 2)/:1:(3: + 1)2
= —(z+2)/z(z +1)2.
Mais si Texpression en q'uestion représ'enté une fonction dont il s ag'i'rait de
déterminer une primitive, le calcul devient fonctionnel, et 1a conduite du calcul n’est plus des
lors déterminée par une consigne formelle générale. On salt en effet que l‘objectlf pertinent

a assigner au calcul est, dans I'exemple examiné, celui d’aboutir 2 une; forme complexifiée
particuligre de 1’expression donnée — sa décomposmon en “éléments simples”™: '

(22+3)/(z+1)° - 2/z = 2/(z + )+1/@+ 12 -2/z.

9.8. Le cadre formel 4 I'intérieur duquel s’enferme le premier apprentissage de
I’algebre présente un autre caractere d’inadéquation. On a vu qu’il induisait, chez I’éleve,
des comportemems automatiques peu adaptés a l'emplm fonctionnel du calcul. Mais, de
plus, la gamme de ces comportements apparait étroitement limitde en regard de la variété
des manipulations des expressions algébriques que ’emploi du calcul algébrique suppose.




92 | o Y. Chevallard

Cette limitation traduit la capacité qu’a Penseignant, lorsqu’il opre a Iintérieur d’un tel
cadre formel, d’ engendrer des comportements de manipulation d’expressions algébriques.
Travaillant 2 vide sur ces. -expressions, I'éleve ne peut agit qwen se référant A quelques
consignes- purement formelles “calculer”, “développer”, “factoriser”, “simplifier” (avec
~quelques: variantes parfms “calculer le. plus. sunplement posmblc , €tc.). Pour mieux

' soullgner en quoi la thémathue des comportements induits est pauvre, nous prendrons
encore un exemple Considérons I'expression littérale (2a + 1) + ((2a + 1) + 2). Si I'on
se demande quel traitement formel de cette express:on I’enseignant va pouvoir obtenir de
Péleve dans un cadre formel, 1a réponse est aisée. La seule des’ conmgnes précédemment
citées qui soit ici mobilisable est en efiet: “calculer l’exprcssnon " — consigne qui, sauf
erreur de I’éleve, produira un cOmportemeﬂt de calcul du type suivant (correspondant
classiquement a la “réduction des termes semblables”):

(2a+1)+((2a+1)+2)—(2a+1)+(2a+3)—2a+2a+1+3_4a+4

La COmparaison avec les différents traitement formels que I’ enseignant pourra obtenir
de I'éleve dans un cadre fonctwnnel est, par contraste, éclairante. Voici un premier énoncé
(dans tout ce qui suit, ]es nombres considérés sont des entiers naturels); '

“On con._ssdere deux entiers tmpatrs_ successifs. Montrer que leur
somme est un mu’triple de 4, c’est-a-dire un nombre de la forme 44, oi
- Aestun entxe

La ré reponse a cette consngne peut alors étre la sunvante
“Soit 2a+1 le premier entter impair. Son successeur impair est alors
(20 + 1) + 2 La somme des deux entiers impairs saccesscﬁ' est:

(2a + 1) + ({22 +1) +2)

s0it encore .., da+4=4(a+1) express_iqn montrant que la somme est bien
un multiple de 4.

“Dans ce cas, I'éldve est conduit, pour des raisons liées au probléme a résoudre, a
arréter son calcul, nion pas sur la forme 4a + 4, mais, allant plus loin, sur la forme 4(a +1).
Mais voici maintenant un autre énoncé mettant en jeu (le cas échéant) la méme expression
algebnque :

“Soient deux entiers impairs successifs. Montrer que leur somme est

“égale & 2 fois entier pair compris entre eux.”

- Dans ce cas, le calcul, mené d’abord jusqu’a la forme 4a + 4, se poursuit, mais
autrement qu’on ne I’a fait dans le premier cas examiné. L’éléve devrait en effet écrire ici:

da+4=2(2+2).
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Si I’on avait cru possible d’objecter, I’examen ‘du premier exemple, que le
comporte'ment obtenu par la voie fonc':tionnelle (qui conduisait 2 la fbrme 4(a + 1)) aurait
aussi bien pu &tre obtenu par la consigne formelle‘ “Calculer r expressnon ..y PUIS efféctuer |
une factorisation”, on voit ici qu’une telle consngne — combinaison, au demeurant artificielle,
de consignes de base recensées plus haut — est alors mcapable de produlre le comportement
engendré par le second énoncé. En fait, bien d’autres comportements pourralent étre
obtems par la voie fonctionnelle qui échappent 2 toute consigne formelle (sauf a compllquer .
exagérément de telles consignes). Ainsi I'énoncé

“Montrer que la somme de deux entiers impairs successifs est
supérieure ou égale a 4"

aménerait A écrire o + 4 =4 + (4a), tandis que I’énoncé

“Montrer que la somme de deux entiers impairs successifs est la somme
d’un multiple de 3 et d'un entier supérieur ou égal a 4°

conduirait, quant 2 lui, &: 4a + 4 = 3a + (4 + a), etc.

9.9. Toutes les analyses qui précedent avaient pour objet premier de faite apparaitre
en quoi il y a une spécificité de I’algebre enseignée. Cette spécificité a été mise en avant en
opposant ici un calcul algébrique “formel” - qui a effectlvement cours dans 1’ apprentissage
de I’algébre — 2 un calcul algébrique “fonctionnel” — qui est le mode d’emploi usuel du
calcul algébrique. A cet égard, nous ferons encore ici une observation: il existe pluswurs :
maniéres classiques de nier la spécificité de I'algdbre enseignée. La plus fréquemment
employée, celle a laquelle pourront recourir par exemple les enseignants qu1 se sentent
bien dans la tradition d’enseignement ol ils doivent opérer, c'est que la c_llfférence entre
* Ialgebre enscignéé et ’algebre “savante” n’est qu’une affaire de hivedu, san's autre variation
essentlelle, sans véritable solution de continuité: c’est ainsi que I’éleéve n’ aura a connal"tre :
et & utiliser qu’un trés petit nombre de produits remarquables snmples, tel (a —b)(a+Db) =
a2 - b2, tandis que, dans ses propres travaux, un mathématicien comme Lagrange, pour -ne
prendre que cette référence, eut 2 mettre en ocuvre des résultat plus divers et plus complexes
tel par exemple I'égalité (22 — - ay?)(z? — ay?) = (xx’ + apy')? - a(a:y +yx')? e
A cette interprétation banalisante et sereine s’oppose une seconde mterprétatlon cla351que
dénonciatrice et militante: I'algébre enseignée contrasterait bien avec I'algébre savante —
et il en irait de méme d’ailleurs & propos de tout secteur des mathématiques —, en ceci
que la premiére differe de la seconde par son archaisme, par son retard historique, qu’une
réforme riécessaire et une mise 2 jour volontaire permettraient de combler On observera

ici seulement que la volonté de “modernisation”, qui a conduit en I’ espece & introduire
dans I’enseignement quelques-unes des notions emblémathues de I'algebre moderne (celles
~de groupe, d’anneau, etc.), a laissé inchangé le probléme de ]ensclgnemcnt du calcul
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algé.briq_'ue,. d’une part, tandis que le constat d’un écart entre savoir énsei_gné et savoir

“ savant pouvait étre entiérement mﬁris a propos de 1'algebre moderne ¢lle-méme, d’autre

part ~ preuves, s'il en ¢tait besoin, que 1’analyse faite n’était pas entidrement pertinente...
En fait, dans les deux “explications” citées: ici, on ignore le fait fondamental qui est a la
base de ces. phénoménes d’écart entre savoir savant et savoir enseigné engendrés par le

-processus de transposition didactique: dans les systémes didactiques, le savoir est soumis

a des contramtes spécifiques, des contraintes proprement dldacthues qu’ignore largement

Ie fonctionnement du savoir savant. C’est un pomt que nous examinerons maintenant.

g 10 C’oni:ﬁ_liiit’e’_s_ didactiﬁu internes

~ 10.1. Revenons ici au point de départ de I’ensemble des analyses du paragraphe _
précédent le développement du calcul algébnque dans ’enseignement donné au collge,
est sans commune mesure avec les usages qui en sont véritablement faits. En réalité
pourtant, nous avons affaire ici 3 un phénoméne qui n’est nullement spécifique de I’alg2bre,

- non plus que du calcul algébrique lui-méme, et qui répond en fait & deux contraintes
' majeures de I'écologie dldacthue (dans I’origine desquelles nous n’entrerons pas ici). Un,

le processus d’enseignement suppose un découpage de la matlére enseignée en domaines
(i arlthméthue, I’algébre, la géométrle, la mgonoméme, etc) et en sous-domames (les
équations, le calcul algébrlque, les systémcs de nombres, etc.) jOUlSSEmt d’une auwnomlc
relative les uns par rapport aux autres et qui ﬁmssent par.n’avoir plus entre eux que des

liens putatifs plutﬁt que réels Deux, de tels domaines et sous-domames, dés lors libérés de

l’obhgatlon de §’ ‘articuler entre eux de mamére approfondle, peuvent se développer pour
eux- mémes, et tendent & prendre la plus grande extension possible.

10.2; On notera a cet égard I'existence d’une contrainte corrélatwe pour qu’un
themc donné pulsse 8tre ensclgne, c’est-a-dire soit dldacthuement viable, il est nécessaire

(quoique non sufﬁsant blen sOr) qu’il puisse apparaltre comme trouvant sa place au sein
- d’un sous-domaine. sufﬁsamment vaste — ce que nous appellerons un “tout structuré”. Si

un tel environnement n "existe pas a priori, il peut y avoir alors création artificielle d’un tel
domame ou sous-domaine a part1r du “germe” constitué par le theme donné, (C’est ainsi
que, partant de l’étude du trmome du second degré, on a pu en arriver historiquement 2
l’mﬂatlon indentifiée en france Sous le nom de “trindmite” au cours des années soixante.)
Mais, inversement, il apparait que le développement anarchique d’un domaine ou sous-
domamc déterminé connait des limites, qu’il ne peut guére outrepasser sans qu’une réaction
se prodmse ¢’est ainsi que la réforme des mathématiques modernes a donné un coup d’arrét
a I'inflation du calcul algébrique et a éradiqué en grande partle la trindmite qui sévissait
]usque-la (voir Chevallard 1985a).

10.3. Voyons alors en quelle maniére les deux types de contraintes mentionnées plus
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" haut se tiouvent satisfaites s’agissant de T’enseignement de l’algébre D’uhe part, l’algébrc,
dont le noyau est la théorie des équations et qui est, a I orlgme, un outil pour la résolution
de problémes, S autonomlse par rapport a l’arlthméthue tradltlonnelle qui lui fourmssalt _
SON COrpus de problemes a résoudre. Elle constitue, pendant toute la penode que Ion peut
appeler classique (et qui s achéve en France avec la réforme des mathemathues modernes)
un domaine bien. 1dent1ﬁé aux frontidres nettement marquées ‘Mais, a I'intérieur de ce
domaine retranché, de sous-domames également bien étiquetés se mettent. progressivement
en place. On observera que si, historiquement, le calcul algébnque dérive de la théorie
des équanons ~ dont 1l apparait d’abord comme un adjuvant nécessaire—, le processus
d’enseignement, selon une disposition usuelle, renverse I’ordre de la genése, pose le calcul
algébrique d’abord, et-inscrit 2 sa suite, dans Pordre de la th()nogénése, la théorie des |
équations, qui le suppose officiellement tout en I’ignorant largement. Chacun de ccs
deux sous-domaines se développe alors selon une logique qui lui est propre. Le calcul
algébrique prolifere autour de quelques themes prmlégles. développement des expressions
algebrlques (incluant notamment les “puissances”, ¢ est-a-dlrc les ragles de mampulatlon
des exposants), factorisation, identités remarquables. Quant a la théorie des équatl_ons,
dont le développement semble a priori limité dés lors que, en cette étape initiale, elle ne
co_ncerné que les équations du premier degré, elle trouve un vaste domaine d’extension,
par “bourgeonnement”: fonctions affines, droites du plan, voire inéquations du premier
degré (et méme programmatlon linéaire élementalre) en sont les prolongements ‘naturels”
- phénomene dont trouve un écho, ainsi qu on I’a vu, dans I’acception du mot d’algébre
- regue parmi les enseignants.

104. Un autre ordre de contrainte est lié a I'existence de ce qu'on a appelé la
topogéndse. La relation dldacthue qui se noue autour de I"algebre doit faire une place
al enselgnant, une place aux enseignés. Nous examinerons d abord ce -dernier probléme
Dans le cadre formel qu’on a précédemment décrit, I'éleve se trouve devant une situation
qui est essentiellement la suivante: muni d’une consigne détcrmihéé"(résoudre I’équation...,
développer, factbr:iser,' stmplifier, etc.), il doit “gérer” des expressions algébnques selon ce
que nous nommerons un code d’action. C'est sur la nature exacte de ce code qu il y a,
semble-t-il, une ambiguité fondamenta__lc. On le décrit d’ordinaire en disant que 1'éléve se
voit enseigné divers algorithmes qu’il aurait ensuite a utiliser de maniére 2 la fois correcte |
du point de vue de la validité de P’exécution, et pertinente du point de vue de la situation
traitée, Mais si la notion d’algorithme ne fait pas véritablement probléme lorsqu’ il s’agit
del’ apphquer dans le domaine numérique, il n’en va plus de méme lorsqu’on la transporte
dans le domaine algebrlque. It n"est ginsi gudre possible de décrire par un algorithme le
comportement attendu d’un éldve en réponse 2 la consigne de factorisation. S’il s’agit
par exemple de factoriser ’expression 3zy — 6z, on attendra qu’il aboutisse & I’écriture
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Sm(y 2) et des réponses telles que '

| Bay(i-2/y)
ou.Si'tﬁpiémént -  ealy/2-1)

seront regardées comme non conformes, bien qu ‘elles sment mathélﬁathuement correctes
(la premlére sous la condition y # 0 toutefms) En fait, le comportement attendu- (et
posmvement sanctlonné) correspond icl, non pas. A un algorithme mathémathue au sens
strict, mais & une certaine orthodoxie de comportement déﬁme par (ce que nous appellerons)
" un code de bonne conduite, code longuement appris par I'éleve au sein de la classe — au
‘sein des classes successives. Si I'on peut bien dire, en effet, que dans le passage de telle
expressnon a telle autre, il y a eu factorisation (ou développement, ou simplification), la
consngne de factonsanon par exemple, n’a pas un sen$ entidrement fixé. Or c’est une
contrainte dldacnque que 1a réponse attendue (“orthodoxe™) 4 une consigne déterminée soit
elle-méme déterminée. Elle sera donc ici surdéterminée, par le biais d’habitus que 1’ordre
dldacthue vient sura_loutcr a Iordre mathématique lii-méme. Et c’est Pensemble de ces
surdétennmatlons dldadthuement nécessaires (dans le cadre formel oli I'on opére), mais
_mathémathuement contmgentes (et souvent non pertinentes ou inopportunes dés lors que
le calcul est conduit dans un cadre fonctlonnelj que le code de bonne condunte algébrique
engendre et actwe

10.5. L’mterventlon de ce code de bonne conduite formelle est évidemment rendue
nécessalre par le fait que la mampulatlon des expressnons algebnques n’a d’autre but qu’elle-
méme, si I’on peut dire, et qu’elle constitue une fin en S0k, Dans 1a conduite du calcul,
P éléve ne peut guere se fier qu ‘A une “tradltlon” vécue, en ne s’étayant que partiellement sur
la consngne mathémathue donnée laquelle, a ce niveau des études mathématiques, demeure
lmpréclse faute déja de pouvoir se formuler & l’axde des nations appropnées (le lecteur aura
remarqué que les deux factorlsanons “non orthodoxes” données plus haut auralent pu étre
écartées a priori par la consngne “Factoriser dans Z|z, y] l’expressnon ). Or cette tradition
se nourrit essentlellement d’une “morale” gestionnaire, d’ un habitus de gestion des écritures
mathémathues qun vient tout droit du calcul sur les expressions numériques tel que I’éleve
I'a pratiqué, antérieurement & son entrée dans le domaine algébrique. Cette condition
dessine poi.lr I’éleve une place — au sein de la relation didactique — dont I’_investiséement
se trouve des lors largement facilit€. Car I’éléve retrouve ici des gestes, des valeurs, des
a_iutoméntism"cs qui-lui sont depuis longtemps familiers. 11 pourra faire fond, entre autres,
sur I’habitus de “simplification” qui régit 'ensemble du domaine du calcul numérique a un
niveau élériientaire (on sait par exemple que, lorsqu’ils débutent en calcul littéral, beaucoup
d’éReves se demandent comment “effectuer” — c’est-a-dire simplifier — I’expression a -+ b,
selon une habitude acquise en arithmétique, o elle régle tout calcul). Cette reconduction
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. des regles de gestion de 'univers numérique de I"arithmétique élémentaire au sein du
domame algébrique est, en un sens, facilitatrice: €n permettant a Péleve. de conserver
et de réinvestir un acquis antérieur sans le remetire en cause /(sinon trés paruellement

ainsi devra-t-ll admettre “qu’on. n ‘effectue pas a + b, elle contribue a assurer la v1ab111te-
de la relation didactique ainsi définie, laquellc attribue a I'éleve une place qu'il pourra
plus facilement venir occuper, parce qu’on lui propose alors. d’entretenir avec le calcul
algébnque un rapport dont une partle des termes lui sont déja largement familiers. On a la,
du point de vue de la viabilité interne, une solution apparemment stable, fondée comme
on I'a vu, sur un traitement déterminé de la dlalecthue de I’ancien et du nouveau: les
objets (les expressions algébriques) sont 'no'uveaux, le socle sur lequel se bétit le mode
de traitement de ces objets est, quant a lui, ancien, puisqu *emprunté A l’umvers du calcul
arithmétique. On a montré plus haut que, cependant, cette solution didactique peut atre
mise en question: en assu]ctrssant un domaine nouveau (l’algébre) a un domaine ancien
(I’arithmétique), elle hypothéque en partie I avenir de I’outil algébrique, dont on peut Juger
~ nous en avons parlé et nous allons y revemr - qu "elle en amoindrit la portée et en
pervertit la sngmﬁcatron, et cecn d’abord non pour l’obscrvateur exténeur (mathémaucnen,
éplstémologuc didacticien ou enseignant des classes ultérleures), mais pour léléve lui-
méme - lors du premler apprentrssage d’abord (dont le cadre artificiel est corrélatlf de
I’établissement d’un rapport au savoir algébnque émmemment mcertam) lors de sa mise
en oeuvre fontionnelle dans une étape ultérieure des études ensulte dans la mesure ol le
rapport élaboré Jusque-lé apparait inadapté aux emplors fonctlonnels qun seront alors requis,

ainsi qu’on a tenté de le montrer plus haut. : '

10.6. Venons-en maintenant a ce que nous avons appelé la place de l’ensengnant
On peut reprendre ici, de ce point de vue, les élements des analyses précédentes Opérant

dans un cadre formel, l’cnsclgnant doit 2 Ia fois donner ar éléve matidre a agir (par la mise o

en oeuvre des fameux “algorlthmes”) et contrﬁler son actlon afin de réduire. (selon une '
exigence proprement dldacthue que nous avons soullgnec) l’cspace —-mathemathuement
ouvert — des comportements possnbles, jusqu’'a n’ y enfermer plus que le comportement
orthodoxe attendu. Cette dlfﬁcnle mission ne peut réussir que par le recours a de multlples
drsposmfs visant a 1soler eta fragmenter artificiellement les themes A enselgncr, afin d’évrtcr
toute contammanon entre eux, en éthuetant chacun des l'l'llCI‘O ~mondes ainsi obtenus par
des consignes rituelles fonctlonnant selon une loglque quasi pavlovnenne On notera en
particulier le probléme si algu que propose le traitement du theme de la factorisation.
Dans un univers dont le troplsme fondamental (1mporté de !’ arlthméthue) pousse I"éleve a
conduire son calcul vers du toujours plus simple, 1a factorisation implique, quant 2 elle, une
complexnﬁcatlon Traltée de manigre isolée, comme il en va dans l¢ cadre formel adopté, la
factorisation va exiger alors tout un ensemble de précautlons afin de parvenir 2 s ,afﬁrmer
dans un univers qui lui est a priori hostile: le “mbn_dc clos de la factorisation” (vbir Tonnelle
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1979) apparalt pour cela, plus encore que d’autres micro-mondes algébriques, comme fait

de rltuels méticuléux dans lesquels I’enseignant, ordonnateur d’une liturgie qui ne trouve
_de Justlﬁcatlon nulle part ailleurs qu’en elle-méme, doit craindre 2 chaque instant qu’un
'dérapage se produlse (tel -par exemple le mouvement réflexe connu qui peut induire un
éleve, aprés avoir factonsc une expression, a la développer 4 nouveau, i son insu méme,

selon la pente de 1’habitus le plus puissant).

107, Dans ce premler apprentissage de l’algébre, I enselgnant entretient donc avec
le savoir a enselgner un rapport “morcelé”, au terme duquel l’algébre tend pour lui a se
dlssoudre en uné multiplicité de mlcro-mondes juxtaposés (plutét que coordonnés). Mais,
pour decrlrc plus complétemem la place qu’il pourra occuper, il faut en outre prendre en
compte un phenomene qui, & ce niveau, est spécnﬁque de l’algebre (par contraste avec
l’arlthméthue et la géométrie élémentalres), et qu’on peut articuler en-trois points.

1. Premler pomt dans nos systémes d’cnsclgnemem la relation didactique, de
I’ enselgnant vcrs I’ ensclgné $ établlt et se maintient a intérieur d’un univers d’orahte, et
la phoneé - 1a voixX — est son médium. Aussi toute exigence d’écriture imposée a I’ enseignant
met-elle en danger la relation dldacthue. et risque de briser son cours. Le discours du savoir
auquel la relation dldacthue que nous connaissons est avant tout appropnee est un discours
oral. 1l en est ainsi de l’arltméthue tradmonnelle, dont la transcription écnte est toujours
seconde, et lorsque en géométne le graphisme intervient de maniére quasi nécessalre, la
voix. de I enselgnant peut. comlnuer a mamtemr le contact, parce qu *elle peut commenter
ce que fait.la main, dans une glose qui n’est pas pure et snmple paraphrase du dessm, mais

'au contralre développe les raisons qun le motivent et qu'il exprime ~ car le graphisme est

vu ici comme témom déplonement et tnomphe de la pensée.

_ 2. Deuxnéme pomt r ecrlture al gébrlque, al’inverse, ne renvoie & aucun dlSCOllI‘S oral
préalable' elle n est en rien la transcrlptlon écnte d’un discours oral qui serait premler par
rapport a elle. Silavoix de l’enselgnant doit maintenir son ﬂux quand l’enselgnant manipule

—en les écrivant — - des expressnons algébriques, le dlscours qu elle porte n’est qu’'un
: redoublement oral, une “orahsatlon du geste de la main qui écrit, une glose redondante, -
- gauche, inutile en elle-méme | | |

3. Trmsnéme point enﬁn la solution qui s ‘offre 2 Ia géométrie est, culturellement,
mterdne a l’algébre. pour de ralsons qui tiennent, Croyons-nous, al hlstou'e des cultures -
occldentales dans leurs strates les plus profondes I algébre le jen avec les expressions
algcbnques — se voit refusé le statut de * ‘pensée”; derrire le mouvement de la main qui
écrit, il n'y aurait nulle raison a faire valoir, seulement l’expression d’une mécanique, réglée
mais dépourvue de raison. L'écriture (algébrique) estle tombeau de la pensée

~ Tlusion d’autant plus convaincante, on |'aura deviné, qu’elle s’attache a une pratique

de I’ alg_ébre_ conduite dans un cadre formel, ol les raisons d’étre des développements
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'du calcul n’appartiennent pas au registre mathématique, et ne peuvent s’exprimer en
8 autonsant clalrement d’un projet ni. d’objets mathémathues L'enseignement de l’algébre
bute-ainsi sur une contrainte externe, sur laquelle nous reviendrons plus lom, qui mamfeste,
la pression que la culture exerce sur le systéme d’enselgnemem Et s’il est vrai que la
contrainte générale d’orallté qui ordonne la relation didactique tend A faire qu’en tout
domaine enseigné le travail d’écriture soit versé du c6té de I’éleve (comme le montre cette
image cmblémathue de la relation dldacnque I’enseignant dicte, Péleve écrit), cela est,
si I’on peut dire, plus vrai encore s "agissant de r algébre élémentalre Aussi aboutit-on 2
cette situation ol 1’enseignant prétend enseigner ce qu’il ne peut lui méme prathuer, et
qu’il ne prathue guire devant les éleves; od l’enselgné doit se saisir d’une prauque dont
il est le seul pratiquant. Tout cela conduit & une présomptlon d’indignité de I’ algébre, au
“sein d’une situation verrouillée: a I'image culturelle de I’algébre, chassée du paradls de la
pensée, refoulée dans Yes basses terres de 1’écriture mécamque et sans gloire, répond en
écho, dans la réalité didactique, la différenciation asymétnque des places de 1’enseignant
et de I’enseigné vis-a-vis du travail algébnque Nous ajouterons ici, sans développer ce
point, qu’on peut voir en cela une des sources non néghgeables de certains types d’ échecs
électifs en mathématiques.

11. Contraintes externes

11.1. On peut d’une manicre quelque peu abstraite, dlre que c’est “la socleté” qui déﬁmt
son systémc d’enseignement, ses contenus, ses procédures ou, idéalement et de maniere
des lors prescriptive, que c’est 2 “la société” qu’il échoit de le faire. L’adéquatlon de
I’état réel des choses avec cette conceptlon ou ce voeu (quant ala fagon dont une socnétc
déterminée rogle ses rapports avec son école) n’écarte pas, toutefois, la pOSSlblllté que des
contradictions (ou des obstables, efc.) se mamfcstent entre les buts oﬂ'icwllement asmgnes
et les contraintes que la société fait peser sur le fonctlonnement de I école C’est dans
ce cadre général que I’on situera les remarques qui sulvent a propos de’ l‘enselgnement de
I’ algébre -

11.2. L'apparition de I’algébre en Occident a été saluée par lcs mathématiciens
comme Pavénement d’une ere nouvelle, le point le plus évident — et lcmgtemps le seul
- sur lequel les Anciens se voyalem dépasscs Dans son Introduction en l'art analynque
( 1591) Vidte présentalt Palgébre comme permettant de “donner solution 2 tout probleme

et, & quelque deux sidcles de distance, les rédacteurs de lEncyc!apedze ne seront pas
moins élogieux. “T° Algébre, y lit-on ainsi, est la plus metrveilleuse méthode que 1’esprit
de 'homme ait découvert pour la résolution des problémes” (article PROBLEME) Dans
Particle consacré 3 'ANALYSE (laquelle “est proprement la méthode de résoudre les
' problémcs mathémathues, en les réduisant A des équations” et qui, pour ce faire, “emploi
le secours de Ialgébre,.ou le calcul des grandeurs en général” de sorte que “ces deux
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r_noti;'... ~sont souvent regardés c_o'rﬁm_é synonymes”), d’Alembeért écrivait: “L’analyse est
P iﬁ'slrume'n't_ ou le mdyeﬁ générarpar' l__é'_quelr on a fait depuis prés de deux sidcles, dans les
Mhthématiqués, dé si belles découvertes. Elle fournit les exemples les Plus parfaits de la
manidre dont on doit employer I’ art du raysonnement donne a D'esprit une mervenlleuse
promptltude pour découvrir des choses inconnues, au moyen d’un petit nombre de données;
& en employant des s1gnes abrégés et faciles pour exprimer les idées, elle présente a
l entendement des choses, qui autrement scmbleralent étre hors de la sphere”.

11.3. Cette ferveme déclaratlon contraste avec le destin culturel de ]’algébre de
“]’analyse algébrique”. D Alcmbert la prescme comme terre d clcctlon du “raisonnement”;
mais, culturellement elle fut toujours, et demeure jusqu’a ce jour, rejetée hors de valeurs
_ nobles de la culture, exclue de I’ordre de la pensée, et étrangére a son plus beau fleuron, le
_ “ralsonnement A rebours, géométrie ct anthméthue ont été mélées consubstancwllement
ds ) orngme, au terreau sur lequel s’est élevée la “culture occidentale” (prise ici comme un
tout) Que chacune d’elles se soit trouvée cllvee (et cela des I’ orlgme) entre une partie noble
et spéculatwe et une partie basse et apphquée géoméirie et arithmétique pratiques —, a
seulement permis un jeu utile entre diverses * perspectiv?cs” d’enseignement d’une “mémc_”
-mauére - “la géométrie”, “l’anthméthue '

114. L’algébrc au contraire, a résnsté ala culturc occndentale et, dualement, n’a
jamais été vraiment adoptéc par elle, apparalssant en son sein, comme un corps étranger.
- Ny aici une contmulté d’attitude frappante, qui va des formes élevées du discours
ph]losophlque - les phllosophes ont glosé sur la géométrle, et & peu prés complétement
lgnoré I’algébre - aux formes les plus ordmalrcs de la représentatlon saciale. Or cette
sntuatlon de “l algébre dans la culture” (suuatlon que nous n’étudierons pas davantage ici)
aeuet contmue d’avoir des effets déterminés sur I’ enselgnement de l’ algébre

1L 5. Elle a des effets déja sur les mathématncnens eux-mémes ¢’est ainsi qu’on
veut voir, dans la qucrelle qui, au XIXe siécle, opposa les tenants d’une géométrle “pure”

_ (ou * synthéthue"), tel J.Steiner, aux méthodes de la géométne analythue" r mﬂuence
de la péjOl‘ﬂthl'l culturelle de 1'algébre (sans, bien sir, que cela enlve rien au renouveau
apporté par les travaux de géométrlc pure). Mais on. notera aussi que ces effets se font
sentir encore aujourd’ hui, et d’une maniere lrés pregnante, au sein de la noosphére —-en
partlcuher dans la recherche sur 1’ enselgnement des mathémathucs Sur ce pomt qun
exngeralt une étude séparee, nous ne s:gnalcrons ici que quelques indices: 1'intérét porté a
la question des word problems ou verbal arithmetic problems (par la recherche américaine
et, plus largement, par la recherche internationale située dans sa mouvance), corrélatif

“d’un manque d’intérét (vnsnble au faible volume des travaux qui lui sont consacrés) pour
le theme du traitement algébrlque des problemes (en lequel, nous I’avons dit, Vidte ou
d’ Alembert voyalent pourtant une revolutmn dans les mathématiques); le succds de théories
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' qui, d’'une maniere ou d’une autre, accordant A “la pensée” une extension et des modalités
restreintes par la tradition idéologique et culturelle, restent fermement suspendues aux
‘antiques conceptions “mentalistes” de la cognition, en supposant par exemple, comme il en
va des “information- processing models”, I’élaboration par le sujet, préalablement a.toute
action, d’un schéme mental exprimant I’ensemble des informations apportées par I’énoncé
du probleme, schéme qui serait ensuite seulement exécuté (par opposition 2 un traitement
séquenciel de I’'information), etc.

11.6. Rien n’est sans doute plus révélateur de cette pressmn de la culture sur
l enseignement des mathématiques que les concepuons, qui dominent les analyses expllcltes
produites dans la noosphére autant que les pratiques d’enseignement, concernant “la notion
de nombre”, “V apprentissage du nombre”, etc. Afin d’approfondir un peu plus ce theme, -
nous donnerons d’abord un contre-point de vue, partant pour cela de la question ‘des
nombres négatifs. Loin que ceux-ci surgissent du rapport 4 une réalité extramathématique,
ils apparaissent au sein d’une pratique mathématique déterminée, la résolution d’équations.
Le nombre entier naturel 3 est solution de I’équation = = 3. Or que se passe-t-il si ’on
rencontre l’équation & +3 = 07 Aucun entier naturel n’en est la solution. Il y a 12 un
mystére, mais un mystere mtramarhémanque Et la clé de ce mystere n’est nullement a
rechercher dans la réalité extramathémathue 1l faudra en fait prés de dix sigcles, des
algébristes arabes du IXe siécle jusqu’aux a]gébrlstcs anglais du XIXe siécle et a Hermann
Hankel (1867), pour que soient explicités les concepts pertments ‘non pas “le nomb
mais celui de systeme de nombres, et le principe.de permanence qui lui est assocné Punsque, '
en effet, 1a solution d’une telle équation ne peut étre un nombre entler naturel cons;dérons
“(en adoptant ici un point de vue réaliste qui, techmquement peut se tradunre 1mméd1atement
selon un point de vue constructiviste) qu'il existe un systeme de nombres satlsfalsant les
“lons usuelles des nombres entiers (pour snmphﬁer, nous ne préclserons pas le détail de
ces lois), qu1 soient solutions des équations x 4+ n = 0, o n est un entler naturel non nul
quelconque On notera n* le “nombre” soluuon de l’equatlon z+n=0, de sorte que
#*+n = 0. Comment calcule-t-on alors avec de tels nombres? Soit par exemple a effectuer
547 Ona: (5+7*)+7—5+(7*+7) = 5. Delégallté 5+7)+7= 5 on déduit
alors que (5 4+ 7*) + 2 = 0, soit donc que 5 + 7* = 2*. De méme, soit 2 calculer 5"' x 7.
Partons de 1’ égahté 5+ 5* = 0. En multlphant par 7, il vient: 5 x 7 +5* x 7 = 0, soit
encore 5* + 7+ 35 = 0, d’ol I’on déduit que 5* x 7 = 35*, De mémc encore, on obtlendra
par de telles manipulations d’égalités la valeur de 5* x 7*. En multipliant 7* + 7 = 0
par 5*, il vient 5* x 7* + 5* x 7 = 0. Comme 5* x 7 -+ 5 x 7 = 0, on obient enfin, par
~ addition de 5 x 7 aux deux membres de 1'égalité précédente, 5* x 7* = 5 x 7. La fameuse
régle des signes, qui n’est un casse-téte qu’au regard de la culture dominante, trouve ici
son origine: elle est “forcée” en avant par une hypbthése du travail mathématique ~ le
“principe de permanence” (dans le passage des entiers naturels aux entiers relatifs) des lois




202 - | | » Y. Chevallard

qui gouvernent les entiers naturels.

1T C’est en ce point pourtant que la culture fait sentir sa pression. Au lieu de
Juger l'actrvrté mathématrque a ses cntéres propres, internes a une praxis spécifique, on
- _n a de cesse quelle n’ait été traduite dans les termes de la pensée “famrlrére a laquelle.-
“on suppose (sans que cétte hypothese soit elle-méme nettement explicitée et formellement
revendiguée par ses tenants) que toute ¢ pensee devrart pouvoir se réduire — sauf a renoncer
a exister comme pensée On attendra donc am51, pour accorder au concept de “nombre
négatlf” son droit A une existence culturellemem legltlme, que la régle des signes puisse
s’imager selon les termes d’un “modele concret”; ou, autrement dit, fasse 1’objet d’une
“représentation mentale”. On cherchera & “comprendre” pourquoi “moins par moins égale
' plus" et, faute d’un modéle adéquat qui emporterait aisément I’adhésion, I'enseignant devra
se contenter d’user de son autorité pour faire prévaloir enfin un point de vue que résument
bien ces deux vers attribués parfois au podte W.H. Auden:

Mihds times minus is plus

The reason for this we must not discuss.

12. Un laminage culturel et idéologique

12 l Cet écrasement culturel de I algebre, relayé au sein méme de la noosphere, on
I'a drt et qui pése sur les pratiques d’ enseignement, se traduit dans les faits par au moins
tl'OlS sérles de consequences drdacthues, que nous examinerons tour a tour.

_ 12 2 Tout d’abord, il fait perdre de vue ce fait que, si elle manque de dignité au
regard des valeurs dela culture dommante l’algébre éiémentaire est, mathématiquement, un
authenthue mstrument de création de concepts. On a dit comment elle permettait de forger
' Ie concept de * systeme des nombres négatifs” (et donc de systeme des nombres relatiis);
_mars, semblablement, elle fourmt Toutil qui- permet de créer le concept de * systeme des
“nombres ratmnnels aeth étant des.entiers. naturels (ou des entiers relatrfs), eta etant non

nul r équatlon axr ='b a une solutron umque que I'on notera b/a. Si & est un entier non
nul, les équatrons ar =b ét kax = kb sont équwalentes de sorte que kb — ka = b/a (un
méme nombre ratronnel a ainsi une mﬁmté de noms de la forme b/a). Comme il en allait
a propos des negatlfs, les “regles” du calcul sur les ratlonnels, en outre, se déduisent alors
entierement de cette définition (qui ne fait appel 4 aucun “modgdle” extramathématique).
Pour déterminer b/a +d/e, ‘considérons ainsi les équatrons az = b et cy = d. Multipliant
la premiére par c et la seconde par a, on obtient, par addition membre A membre,

ac(x +y) = ad + be,

équation qui montre que b/a + d/c = (ad + be)/ac. Et de méme pour la multiplication
des rationnels. Par un procédé identique encore, on peut alors créer les nombres irrationels
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. -solutions d’ équatlons de la forme m2 = a, et démontrer que I'on a: /avh = Vb, etc.
(voir Freudenthal 1973, pp. 224-232).

12.3.  Seconde type d’effets: la méme illusion culturelle a conduit & une
confusion entre le concept et ses usages, én particulier de ses usages comme outil de
modélisation maxhémanque Cette confusion s’est récemment prévalue, en France, du
‘principe épistémologique selon lequel un conccpt ne saurait étre enfermé dans une définition
formélle, mais équivaut en droit comme en fait & la somme de ses usages. 11 nous
faudra d’abord dire ici quelques mots de ce principe qui constitue, en effet, une conquéte
_ éplstémologlque essentielle. 1l conduit a rejcter la notion de concepts constitués une fois
pour toutes, d’une mamcre extemporanée et anhistorique (aussi bien dans 1’histoire d’une
discipline que dans I’histoire d’un individu), pour lui substituer la notion de travail du
concept, qui met en avant ce fait essentiel qu’un concept n’est pas une chose inerte, mais
une chose en devenir. Considérons a nouveau ici la question des nombres négatifs. Chez
les algébristes italiens tel Cardano, ils appafaisScnt comme des choses — des “nombres” —
sur lesqucls‘on sait calcolcr, certes, mais dont on ne saittrop que faire — Cardano les appelle
des “nombres fictifs” (numeri ficti, par opposition aux numeri ueri). A part'ir de 1a, on peut
tenter, soit — négativement - de les éliminer comme fondamentalement inutiles (c ‘est encore
ce que voudront faire certains mathématiciens, tel Augustus de Morgah, au XIX siécle), soit
- positivement — de les apprwolscr, en cherchant quels usages on peut en faire; et la somme
de tels usages n’est, en principe, a aucun moment close. (Pour un exemple élémenl:aire
clairement présenté, voir- I’annexe 5). Au regard de I'histoire des mathématiques savantes,
et de leurs divers avatars sociaux (y compris les mathémathucs ensclgnees) il n’y ala,
au fond, rien que de trés banal, Or, la position dominante vis-a-vis des * concepts » tout
au moins en ce qul concerne l’ensclgncment tend a ignorer le. processus de travail des

concepts (et se méprend donc sur le sens réel du principe éplstémologlque precué), pour se '

référer a des concepts supposes toujours déja constitués, et qu’il s’ agirait de * transmettre
Tout autant que le travail des concepts, ce pomt de vue correspond blen, cependanl A une
réalité: il y a en effet une réification culturelle des concepts, qui les enferme, non en une
définition, mais en un certain nombre de leurs usage possibles, Et, dans cette ligne, la
“maitrise” sera régardée, implicitement au moins, comme la maitrise d’un certain nombre _
de ses usages culturellement reconnus, :

12.4. 11 suifit, pour I’ apercevolr,- de considérer, a rebours, un osagc culturellement
non classique. Nous prendrons ici un exemple qui vaut au moins pour le cas frangais. Soit
a comparer les nombres rationnels 12/23 et 13/24. Si — comme c’est le cas aujourd’hui —

I’éleve ne dispose pour ce faire que des régles forfncllcs de calcul sur les fractions, il devra
pour conclure calculer 12 x 24 et 13 x 23, puis comparer ces nombres. Mals, utlllsant un
usage non classique des rationnels comme outil de modélisation, il pourrait aussi recourir
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A ce _fait: le nombre b/a représente la proportion de _bottle's rouges dans une ur_n'e' contenant
b boules rouges et a boules en tout {ou.encore: la propoition de filles dans une classe de
a éleves conteneht b filles); si I’on ajoute une boule, et si celle-ci est rouge, la proportion
des boules. rouges passe de b/a A (b +1)/(a + 1) et on sait par ailleurs qu’elle augmente;
on a donc : : :

b/a< (b+1)/(e+1),

~ d’olt T’on déduit 1mmédratement que 12/23 < 13/24 Sl le modele ici mis en oeuvre
était (culturellement) classique, I’incapacité &' I'utiliser pour répondre 2 la question posée
(des deux nombres 12/23 et 13/24, quel est le_plus grand?) serait vraisemblablement
regardée comme I'indice que I’éRve “ne maitrise” pas le concept de fraction”. (Dans un
autre univers culturel, donc, la quasi totalité des e_nseignants_de mathématiques eux-mémes
devra_i_ent,- selon ce critére, &tre regardés comme ne n_r_a’l‘trisant pas le concept de fraction).
.in réification culturelle des concepts tend ainsi 'a laminer I'idée du travail des concepts, et
a oublier, au sein du processus dtdacthue, la prise en charge effective (par I’enseignant)
de la création de conditions didactiques permetlant que ce travail, d’extension, de reprise,
d’mtégratron, se réalise pleinement. (Elle fera oublier par exemple que la “maitrise” du
calcul vectoriel n entraine pas automatiquement la maitrise de I'emploi du calcul vectoriel
pour modclrser mathémathucment un systéme de forces).

125, Au demeurant ce n est que dans la problémathue exposée plus haut
-(comme contre- pomt de vue) que T'on peut parler véritablement de modeltsatlon Dans
les conceptrons dommantes, les emplois modéhsants d’un concept mathémathue ne sont
- pas vus comme tels, mais comme des aspects du concept, indispensables pour permettre
au su_let d’attacher un sens au concept, ainsi qu'il apparaft par exemple (on. pourratt sur ce
theme multtpller mdéﬁmment les crtatrons) dans le passage suivant d’une étude consacrée
S aux dlfﬁcultés d apprentrssage des opérations arlthmétrques ar école élémentaire: * thrs
| strll ]eaves the question of what rneamngs the puptls can attach to the operatrons For 6 x 4,
it is easy to-think of 6 lots of 4 objects (repeated addition), and this can be extended to
mclude repeated addltron of measures (e.g. 6 lengths of string each 4.1 metres long). To find
a situation modelled by 6.2 x 4.1, however, one has to go toa conceptually very different
context, such as the area of a rectangle, unit price x quantity, speed x time, or enlargement.”
(Bell et al., p- 130). En fait, I"apparition de ce qu’on peut bien baptiser modeles — mais
qui n’en sont guére dans la mesure ol ils appararssent comme consubstancrellement liés -
au concept (dont ils sont regardés comme des éléments constitutifs) —, ne répond, dans
la plupart des cas, qu'a une injonction culturelle étrangére A la praxis mathématique: on
n’aurait compris un concept mathématique qu’a partir du moment ol on s’est familiarisé
- avec P’ensemble, culturellement défini et limité, de ses emplois modélisateurs — - conception
' qui “gele” le travail du concept et ne permet guere de poser plel_nement le probléme, en droit
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“comme en fait toujours ouvert, de ses emplons Henri Lebesgue, qu1 fut un mathématicien
émmem tout autant qu’un observateur attentif des choses de T’ enseignement; a écrit 13-
dessus des lignes que le lecteur pourra, de ce point de vue, fructueasement méditer: on y
verra que méme les emplms des entiers naturels ne semblent aller de soi que par I'iflusion -
d’une transparence culturellcment acquise (vonr I’annexe 6).

_ 12.6. Ajoutons encore que le point de vue de la modélisation, auquel on s’est
référé plusieurs fois, permet de rappeler quelques évidences qui pourraient dlsmper blen
des “mystéres que, par exemple, si tout dans une situation 2 modeliser ne trouve pas
sa traduction au sein du modele mathématique (on ne retient que les éléments jugés

“pertinents™), mversement tout dans le modgle mathémauque n’a pas nécessairement
d’interprétation au sein de la situation modéhsée, et qu’on peut donc par exemple
mathématiser telle situation 2 I'aide du systeme des nombres relatifs (comme la position-
d’un point sur un axe muni d’une origine) sans que toutes les manipulations qu’on peut
étre amené A faire subir aux nombres relatifs (par exemple en les multipliant) s’intsrprétc
(“concrétement”) dans la situation étudiée — pas davantage que tel pfocédé de résolutio_n-de
tel type d’équation différentielle modélisant tel type de phénomene phySique ne s’interprete
ordinairement dans les termes du phénomene physique étudié — car il y a une logique sui
generis di modle mathématique.’ o

12.7. Ainsi ’algebre se trouve niée comme outil de création de concepts, et les
concepts eux-mémes se voient figés en telle sorte que le travail de mathématisation q_u'.ilS
permettent (et qui les enrichit comme concepts) ni’est pas nettement identifié comme tﬁc_hé
épistémologiquement et didactiquement ouverte. Or - troisigme type d’effets —, ce dou_ble
laminage tend 2 refouler I’algdbre élémentaire de la part vive de I'activité mathématique,
pour la réduire, dans le cadre formel que nous avons décrit, 2 une activité _“autorriatitjue”; et
en tout cas autonome, sans réelle portée de création. Il y ala les. ingrédients d’une si’tuhtion
de margmahsatlon éplstémologlquc de I’algebre, situation dont on examinera maintenant les
possibilités d’évolution dans la ligne du contre-modéle csqulsse tout au long des analyses
précédentes. E |

13. Enséigner I'algebre?

13.1. Ces analyses permettent de prendre la mesure de quelques-unes des difficultés
que peut proposer un enseignement de 1 algébre qui échappe aux réductions auxquelles la
transposition didactique 'a jusqu’ici soumis — jusqu’a ne lui accorder plus que la portion
congrue dans I’ enselgnement frangais d’au]ourdh hui. Dans la situation actuelle, un certain
nombre de travaix ont mis en évidence — ce que les enselgnants savent bien, d’expérience
familidre — la difficulté éprouvée par les éleves A — par exemple — traduire par une équation
(ou un systdme d’équations, etc.) une situation-probleme présentée sous forme verbale
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(celle d'un * word problem”) Or on se trouve la devant une situation verrounllée cette
difficulté réelle ne peut gudre étre prlse en compte, dans la prathue de l’enselgnement dans

- Ja mesure prémsernent ol I'algébre est regardée a priori comme sans grande valeur, sans
'_ dlgmte, mdlgne du temps que nécessnterant en fait la double exigence didactique consistant

a poser le probleme de ses emplois et ﬁ créer les conditions d’une maitrise de sés emplois.

132 Retoumons ici un instant 3 I’idée d’une initiation “fonotlonnelle” a algebre
élémentalre, telle qu’on I’a évoquée plus haut. L’une des condmons nécessaires a une telle
approche est blen entendu que soit créé et reconnu (au moms) un domaine d’mterventlon o
de 1outil algébrlque dsspamb!e trés 16t dans le cursus des études, et qui puisse intervenir
pourtant dans cet apprentlssage a I’instar du domaine mis en place ultérieurement avec le
calcul différentiel et intégral élémentaire (par exemple). On a rencontré plus haut deux
domaines possnbles. I'un emprunté a la tradition de I’ amhméthue élémentalre, celui des
“problémes concrets” — celui, donc, de la modélisation '(algébrique) de situations ou de

- systeémes divers (liés a la vie ‘quotidienne, ou a différents secteurs de 1’étude de la nature,

etc.); I'autre, intramathématique, inspiré de certaines pratiques des mathémathues savantes,

* dans lequel I’objet d’étude est constitué du systéme des nombres entiers naturels,

13.3. Larticulation d’un premier apprentlssage de I'algébre autour de I'un ou
de l’autre de ces domaines d’intervention potentiels pose un ensemble considérable de
problémes d’mgémene dldacnque, dont les analyses précédentes permetbent de se faire
une premigre ldée Nous ne retlendrons ici que l’exemple du second domaine mentionné,
dont nous avons donné plus haut une 1llustrahon (“la somme de deux nombrés impairs
successifs est un multiple de 4”). La mise en Pplace de. ce cadre fonctlonnel d’apprentlssage
de 'algdbre a été tentée dans une recherche menée A I'IREM d’Anx-Marsellle par Michel -
Jullien et 1"auiteur. ‘Elle se heurte Aun certam nombre de contramtes dldactnques que nous .
ne ferons ici que sxgnaler ' ' -

13 4. Tout d’abord la constitution de ce domaine comme secteur des mathémathues
enselgnées suppose qu’on Iul donne une place qui, en fait (et contrairement au domaine
des “problémes concrets "), n’a jamais véritablement existé dans I enselgnement On est
donc affronté A un probléme de création dldacthue qui souldve des dlfﬁcultes écologiques

déterminées. La structure du temps didactique doit atre remamée en conséquence pour
faire droit & un “tout structuré” qui comporte une logique certaine, mais qui entre en conflit
" avec I'organisation des mathématiques enscignées devenue traditionnelle. C’est ainsi par

exemple que le processus adopté dans la recherche mentionnée et qui, dans une premitre
étape, met d’abord en place ces outlls que constituent les équatlons du premier degré et
le calcul algébrlque élémentaire, puis enchame sur une second étape en laquelle ces outils

sont alors_ mis en oetivre pour créer — comme on I’a dit — le systéme des nombres rationnels,

entre en conflit avec une organisation dans laquelle I'introduction des différents systémes
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.de nombres se trouve depuis longte’nips déconnectée de 1’outil algébrique.

13.5. La principale difficulté pour faire reconnaitre 3 ce domaine un “droit 2
I’existence didactique” tient évidemment aux effets, chez lés enseignants eux-mémes, des
pressions culturelles longuement évoquées. Etant donnée la hiérarchie des valeurs dans
laquelle on doit opérer, comment faire accepter comme légitime — dés lors que PPon sort
d’un cadre revendiqué et"accepté comme strictement éXp’érimental - Iusage du' temps,
didactiquement si précieux et toujours mesuré, nécessaire i 1’apprentissage d’un emploi de
I’outil algébrique qui ne conduira guere, du point de vue de la manipulation formelle des
expressions algébnques ~ critére que la tradition d’enseignement fait accepter comme point
de vue dominant, voire unique —, qu’a des mampulatlons littérales snmplettes”" Amsn, un
probléme tel le suivant. :

“Montrer que la somme des carrés de trois entiers impairs successifs, augmentée de
1, est un multiple de 127,

"qui se situe sans doute a la limite de ce que I’on peul espérer a la fin d’'un premier
apprentissage fonctionnel de Palgebre, ne supposera pourtant, du point de vue formel,
qu’un calcul relativement banal, i.e. la démonstration d’une égalité du type

(2a - 1) +(20+1)° + (20 +3)> +1=12(a® +a +1).

13.6. Soulignons au passage une difficulté qui parait a priori de moindre importance.
Létude algébrique la plus élémentaire des nombres naturels (ou relatifs), telle que nous
I’avons illustrée, se prolonge “normalement” par les premiers rudiments de la théorie
élémentaire des nombres. On pourra comparer de ce point dc vue le probléme examiné
ci-dessus au probléme suivant -

“Les nombres a et b étant premiers entre eux, montrer que les nombres.a + b et
a? + b% — ab ont pour diviser commun I ou 3", |

(Le premier pas de I'étude est ici de réécrire Pexpression a2 +b2 — ab sous la forme
(a + )% — 3ab, transformation qui met en jeu le calcul algébrique élémentaire, avant de
procédcr a une analyse supposant I’ emploi de résultats de base en théorie des nombres: si
d > 1 divise a + b, d ne divise ni a ni b, puisque a et b son premiers entre eux, et divise
3ab, puisqu’il divise (a + b)2 — 3ab, donc divise 3, de sorte que d = 3; etc.) Or, alors que
la période contemporaine voit un regain d’intérét pour la théoriec des nombres qui va bien
au-dela des seuls spécialistes, il faut constater que 1'étude de ses themes a pratiquement
disparu des programmes des colléges comme des lycées, ol elle figurait encore il y a peu, et
cela d’une maniére bien paradoxale si I’on considere leur réactualisation par I’introduction
récente ou a.venir du point de vue algorithmique dans ’enseignement des mathématiques...
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13, 7 ‘Mais, corrélativement a I adoption d’une perspective fonctionnelle, une autre
dnfﬁculté Slll'glt Méme dans le cadre d’un apprentlssage fonctionnel du calcul algébrique,
le processus dldacnque dont ménager une place aux exercices d’entramement an calcul, aux
“dnlls“ C est-n-dlre a des exerclces qui soient, smon du calcul-pour-le -calcul”, du moins
du “calcul- pour-le-calcul en vue de I'emploi (fonctlonnel) du calcul”. Or on bute sur un
probleme de ressources temporelles limitées, qui renvoie finalement, comme le précédent
_auquel il est li€, et plus généralement aun probleme majeur de choix d’enselgnement
peut~on au sem de la société, dégager un consensus autour de I'importance de la maitrise
de l’outll algébrlque et de sa place corrélatlve dans l’enselgnement obligatoire? C’est B
une questlon qu1 dépasse, par sa nature méme, le registre de la recherche et la ‘compétence
sociale” du dldactlclen En tant que simple observateur des choses de I'enseignement, il
me semble que, pour ce qui concerne la France, un tel consensus n’a que peu de chances
de se- produlre dans un avemr proche
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ANNEXE 1

Le nouveaux programmes de mathématiques des collég% francais. anstére
de I'éducation natlonale 1985, pp. 77—91

MATHEMATIQUES

1. Nature et objectifs

L’enseignement des mathéma.tidues comporte deux a.SpectiS'
-1l apprend a relier des observatlons du réel & des représentations: schémas,
tableaux, figures.

— 11 apprend aussi & relier ces représentations & une activité ma.themathue et &
des concepts.

Cette démarche permet de batir des mathématiques pa;rtlr des problémes
rencontrés dans plusieurs disciplines et, en retour, d’utiliser les savoirs mathématiques
- dans des spécialités diverses.

Elle accorde una grande place & l'activité de constructlon, de réahsatlon de
dessins, de résolution de problémes, d’orga,msa.tlon et de traitement de clonnées, de
calculs ... Cela permet aux eleves de mieux prendre en compte le caractere “d’outil”
de mathématiques.

Elle concourt & la formation intellectuelle de I'éleve et doit nota._mment:

~ Développer les capacités de raisonnement: - observation, analyse, pensée
déductive:

— Stimuler l’lmagmatlon,
— Habituer I’éléve & s’exprimer cla.lrement aussi bien a l’ecnt‘. qu a l’oral
— Affermir les qualités d’ordre et de soin.

Ainsi, 'enseignement des ma.themathues au college favorise le developpement
des capacités de travail personnel de l'éleéve, et de son aptitude & chercher, &
communiquer, et & justifier ses affirmations.

2. Instructions générales. Choix des méthodes
A. Progression de Penseignement

Il existe, pour chaque classe, des dominantes de contenus et d’activités qui
rendent possible une bonne organisation du temps disponible et permettent de réaliser
la cohérence et la progression de l'enseignement. Il importe, en effet, d’éviter
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l’emlettement et de faclhter la. bonne structuration des savoirs et des méthodes.

Une dlstmctlon claire doir étre établie entre:

Les activités prescrites par le progra.mmes, qul doivent étre aussi rlches et

dwermﬁees que possible; ' _

Les connaissances exigibles, qui sont beaucoup plus restremtes que ce qui se

fait en classe; '

Les actlvltés complémentaires eventuelles sur tel ou tel point.

Chaque sujet ma.thémathue n’est pas un bloc¢ d’un seul tenant, il n’a, pas étre
présenté de fagon exhaustive. Il convient aun contraire de faire fonctlonner A propos
de nouvelles sntuatmns, et autrement qu’en reprise ayant un caractére de révision,
les notions et “outils” mathématiques antérieurement et_udles, il convlent également.
de préciser & chaque étape de I’apprentissage quelles connaissances sont désormais en
place; il convient enfin de mettre en oeuvre des exercices de synthése pour coordonner
des acquisitions diverses.

‘L’étude d’une notion & un niveau déterminé implique qu’elle sera désormals, et
le plus Souvent posmble, intégrée systématiquement & ’activité mathématique.

B. Mét;h’odés-

1. Une appropriation mathématique, pour un éléve, ne saurait se limiter a la

' ccinhais’sahce-formélle de déﬁnitions, de résultats, de techniques et de démonstrations:
il est indispensable que les connaissances aient pris du sens pour lui & partir de

questions qu’il s'est posées et qu'il sache les mobiliser pour résoudre des problémes.
‘Pour a.ttemdre ces obJectlfs, les séquences courtes (information donnée par

le professeur, exercnce d’appllcatlon directe, réponse et commentaire) doivent. se

combmer avec des sequences plus longues. Celles-ci sont centrées sur I’étude de
situations mettant en jeu les “outils” visés et utlllses, selon les cas, comme terrain

‘d’observation ou comme champ d’intervention des connaissances. Ces conditions sont

essentielles si 'on veut, d'une part, amener les éléves d’une classe 4 la comprehension -
intuitive des concepts et & leur mise en oeuvre appropriée dans des situations simples,
d’autre part, leur permettre d’approfondir et d’enrichir leur formation mathématique.

Par exemple, pour Pacquisition des techniques opératoires sur les nombres
décimaux, il ne suffit pas de décrire des placements de virgule et d’adjoindre
éventuellement de zéros adéquats. Il est nécessaire d’étudier des situations dans
lesquelles on & besoin d’opérer sur des nombres décimaux, et d’écrire un méme décimal
sous plusieurs formes (cela s’est déja fait & 'école élémentaire, mais doit-étre amélioré
au collége). Une construction de courbe point par point peut étre ainsi l'occasion
d’une meilleure assimilation des techniques opératoires. -

2. On devra donc privilégier I'activité de chaque éléve. Mais on n’oubliera pas
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‘12 nécessité d’une pedagogle n’assujettissant pas tous les éleves aux mémes rythmes,
sans que soit délaissé 'objectif d’acquisitions communes. :

Dés lors, les professuers vont avoir & choisir des situations créant un problémie,
dont la solution fera intervenir des “outils”, ¢’est-a-dire des techniques ou des notions
déja acquises; afin d’aboutir & la découverte ou & I’assimilation de notions nouvelles.
Lorsque celles-ci auront été bien maitrisées, elles fourniront & leur tour des outlls
qui permetteront un cheminement vers une connaissance meilleure ou différente.

Les activités choisies doivent développer la capamté de se poser des problemes
et-de progresser vers leur résolution. Elles doivent aussi: _

Permettre un démarrage possible pour tous les éleves, donc ne donner que des

consignes trés simples et n’exiger que des connaissances solldement acquises

par tout le monde;

Créer rapidement une situation assez riche pour provoc’;uér des conjectures;
. Rendre possible la mise en jeu des outils prévus,

Fournir aux éléves, aussi souvent que possible, des occasions de controle de

leurs résultats, tout en favorisant un nouvel enrichissement. On y parvient,

par exemple, en prévoyant divers cheminements qui permettent de fructueuses -
comparaisons.

Le professeur doit donc procéder avec une attention paiticulitre au choix
pertinent des situations & étudier. I1 doit aussi veiller & bien organiser les phases du
déroulement de l’activité. Une condition premiére est de prévoir une durée suffisante.
Pour le développement complet de I’activité formatrice, de la phase initiale & la mise
en place des connaissances désorma’s considérées comme acquises, 1'échelle de temps
est en heures, voire en semaines, comme dans 1’étude de la proportionnalité.

C’est & ce prix que l'on peut:

‘Habituer a l’art cl’expernmenter et & celui de conjecturer, donc d’entramer A
chercher;

Ménager des séquences déductives motlvantes, de plus en plus prolongees,
nombreuses et de difficultés progressives au long des quatre années du college;

Souligner le sens, I'intérét, la portée des connaissances mathématieus en les
enseignant en interaction avec les autres disciplines et avec la vie quotldlenne
{pourcentages, échelles, représentations graphiques...) et en utilisant les
moyens modernes de communication (informatique, ba.nques de donne%,
audiovisuel...).

3. Le professeur doit. toujours distinguer I’essentiel de ’accessoire, et percevoir
les relations entre les diverses parties. Il lui fait encore prendre la distance nécessaire
par rapport & ses propres connaissances, car son métier ne consiste pas & amener ses
éleves, sur un sujet donné, & un niveau voisin du sien. Il sait identifier et prévoir les
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subtilités qu’il est préférable de taire, les démarches rigoreuses qui sont & remplacer
par des arguments accessibles aux éleves, les exigences prématurées de formulation
qui entravent une bonne progression.

.4. Le "prdfesseur est attentif au langage et aux signification diverses d’un méme
mot. Il évite de fixer d’emblée le vocabulaire et le notations: seuls peuvent en profiter,
en effet, les éléves qui ont une expérience préalable du quet ou de fortes. capamtes
d’a.nthpatlon Dans le cours du traitement d’une questlon, ‘vocabulaire et notation
s'introduisent selon un critére d*utilité: ils sont & considérer déjs comme des conquétes
de.l’enselgnement et non comme des pomts de départ.

Le professeur a le souci de faire mleux lire et mieux comprendre aux éleves
un texte mathemathue Ce souci, ca.pltal en sixidéme, ne doit Ja,ma.ls etre abandonné
ensuite. -

"Un moyen efficace pour faire admettre la .nécessité d‘un langage précis, en
évitant que cette exigence soit ressentie comme arbitraire par les éléves, est le
passage des instructions pour I'execution par autrui (par exemple, décrire pour la
- faire reproduire une figure un peu complexe) ou. lorsqu’il programme un ordinateur
pour un traitement voulu, que l’obhga.tlon de précision doit lui apparaitre comme une
évidente necassme

3. Programmes
Pour toutes les classes, les connalssa,nces acquisés antérieurement sont
moblhsees et utilisées le plus souvent possnble

| CLASSE DE SIXIEME

Le travail effectué doit: permet;tre a Déléve d’acquérir et de parfau'e

| -l’usage cl’mstruments de mesure et de dessin, de developper le calcul mental

et, de fagon comomte, d’utiliser rationnellement des calculatrices de poche, de
s'initier progressivement au raisonnement déductif. L ‘emploi d'un ordinateur peut
' accompagner utllement ces activités.

1. Travaux géométriques

1. Reproduction de figures planes simples. Comparaison d’aires planes.
2. Parallélépipede rectangle description, représentatlon en perspectlve, patrons.

3. Dans les plan, transformation de figures par symétrie orthogonale par rapport a
une droite, en exploitant des problemes nécessitant des manipulations, des dessins
et des mesures:

- Construction de I'image: d’un point, d’une figure simple.
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Mise en évidence de la conservation des distances, de I'alignement, des angles et
des aires.

Exemples d’utilisation de ces propriétés.

Construétibn d’axes de symétrie (médiatrice, bissectrice...). |

Construction de triangles isoceles, de quadrilatéres possédant des axes de syméti-_ie
(rectangles, losanges...).

Enoncé et utilisation de quelques propriétés.

Caractéristiques des figures précédentes.

2, Travaux numériques

En dehors du paragraphe 7, les nombres utilisés sont positifs.

. Techniques opératoires (mentales ou écrites) sur les nombres entiers et décimaux.

Procédés de calcul a,pproché troncature et arrondi; ordre de grandeur d’un
résultat.

. Ecriture fractionnaire de décimaux et opérations +, —, x. Critéres de c_livisibilité

par 2, 3, 5, 9.
Quotient de deux décimaux, écriture %, appromma.tlons de ce quotient.

Multiplication d’un décimal par %, avec a et b entiers (b £ 0).
Initiation aux écritures littérales (exemples: formules d’aires...).
Rangement de nombres. |

Equatic_ms du type
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Exemples mtrodulsant les nombres relatifs & partir de problémes variés.

Sommé et différence de deux entiers relatifs 51mples Exercices concernant le
repérage d’un point sur une droite orientée munie d’une orlglne et regullerement
graduée. :

Coordonnées d'un point du plan, en répére orthdgonal.-

Org&n_isation et gestion de données. Fonctions
Exemples issus d’activités:
A base numérique:

Application d’un pourcentage & une valeur; relevés statistiques; opérateurs
constants d’une calculatrice. '

. A base géométrique:

Calcul du périmétre et de l'aire d’un rectangle, du volume d'un parallépipede

rectangle, de la longueur d’un cercle.
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_On se servira de ces exemples, selon les cas, pour:
Décrire 1a mtua.t.lon par un tableau ou par des représentations gra.phlques
Reconnaitre, 8'il y a lieu, une proportlonna,hte
Déterminer une quatriéme proportionnetle,
Effectuer un changement d’unité.

" CLASSE DE CINQUIEME

~ Comme en classe de sixitme, le tra;_vai_l effectué doit permettre a Péleve d'acquérir
et de parfaire 'usage d’instruments de mesure et de dessin, de développer le calcul
‘mental et, conjointement, d’utiliser rationnellement des calculatrices de poche, de
8 1n1t1er progressivement au raisonnement déductif. I’emploi d*un ordma,teur peut
accompagner utilement ces activités.

Son usage permettra également de dégager progressivement les notions de codage
et d’algorithme.

1. Travaux géométriques
1. P’riSmes droits simples et cylindre de révolution:
- Descrlptlon, representatlon en perspective, patrons.
Apergus elémentalres sur le para,lléhsme et l’orthogona.hté dans |’espace.
2 Dans le plan, transformation de figures par symétrie centrale en exploitant des
- situations-problémes nécessitant des manipulations, des dessins et des mesures:
Construction de I'image: d’un point, d’ilne figure simple.
Mlse en évidence de la conservation des dlsta.nces, de Palignement, des a.ngles et
des aires.
Exemples d’utlhsa,tlon de ces proprlétés
Ca,racténsa.tlons angulmres du parallehsme
Construction et caractérisation du parallélogramme. .
Exemples d’autres ﬁgures simples ayant centre(s) et a.xe(s) de symétrie.

3. Triangle: somme des angles, aire, construction du cercle circonscrit.

2. Travaux numériques

1. Nombres posn:lfs
Sur les nombres entiers et décimaux: conventions et priorités opératoires; étude
de k(a + b) et k(a — b).
Comparaison et addition de deux nombres en écriture fractionnaire de méme
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dénominatéur; multiplication de deux nombres en écriture fractionnaire.
2. Nombres relatifs en écriture décimale:

Comparaison et rangement.

_Additidli et soustraction.

Réduction de sommes algébriques.

3. Equations numériques du type a + z = b ou az = b(a £ 0).

3. Organisation et. gestion de données. Fonctions
Exemples de fonctions, avec: _ _
Description, traduction en tableaux ou par des représentations graphiques.
Reconnaissance, s’il y a lieu, d’une proportionnalité. '
Ces exemples seront notamment issus d’activités:

1. A base numérique: Calcul d’'un pourcentage, d’une vitesse moyenne; relevés
statistiques; activités proposées en paragraphe 2, ci-dessus;

2. A base géométrique:
Echielles. | |
Calcul: de I’aire d’un parallélogramme, d’un triangle, du volume d’un prisme droit,
de l’aire d’un disque, de 'aire et du volume d’un cylindre de révolution.

CLASSE DE QUATRIEME

Le travail effectué doit permettre & P'éleve de parfaire I'usage des instruments
de mesure et de dessin, d’acquerir définitivement des techniques opératoires de base
{mentales ou écrlts) et, conjointement, d'utiliser rationnellement des calculatrices de
poche, de s’entrainer progressivement au ralsonnement_ déductif.

L'utilisation d’un ordinateur peut accompagner utilement ces activités.

Son usage permettra de dégager progressivement les notlons de codage et
4 algorithme. -

1. Travaux géométriques

1. Dans le plan, projection sur une droite, selon une direction:

Conservation du milieu par projection; configurations triangulaires prenant appui
sur cette propriété,

Projection orthogonale; cosinus d’un angle comme opérateur de projection
orthogonale.

2. Problémes de plus courte distance: Inégalité; distance d’un point & une droite.
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3, ’Ihangle

Médianes et centre de gravité; hauteurs et orthocentre; bissectrices et cercle inscrit.
'I‘nangle rectanglé: cercle circonscrit; propriété de Pythagore et sa réciproque.

4. Sphere, sectlon pa.r un plan; aire et volume.

5. Dans le plan, transformation de figures par translation ou rotation; translation et
vecteur; polygones réguliers. :

2. 'I‘ravaux numerlques

1. _Nombres relatifs en écriture décuna.le ou fractlonnalre
Multlpllca.tlon régle des signes.
. Division; approxlmatlons décimales d'un- quotient.
Addition en écriture fractionnaire.
. Puissance entitres d’exposant pOSltlf ou négatlf

Ecriture des nombres en notation scientifique et en notation ingénieur; ordre de
grandeur d’un résultat.

Conventions et priorités opératoires,
'2.. Generahsatlon des etudes précédentes aux calculs portant sur des écritures
littérales. _
Développement d’expresswns du style (a + b)(c + d).
Exemples simples de factorisation. Réduction de sommes algébriques.

3. Ordre: _ _
‘Comparaison de nombres relatifs en écriture décimale ou fractionnaire.
Effet de l’acldition et de la multiplication sur l'ordre.

4. -Resolutlon de problemes a.boutlssant & des equatlon._ Ades méquatlons du premier
degré & una inconnue. - :

3. Organisation et gestion de données. Fonctions
1. Apphca,tlons llnealres et proportlonahte

Representatlon graphique d’une a,pphcatlon linéaire.
Notion de coefficient clu'ecteur, de pente.

2. Exploitant de données statistiques:
Fréquences relatives et leur expression en “pour cent”.
Effectifs cumulés, fréquentés cumulées.

3. Apphcatmn aux percentage et aux indices {base 100 pour...):
Mise en oeuvre de la proportionnalité sur des grandeurs (vitesse en km/h, débit.. .
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CLASSE DE TROISIEME

Le travail eﬂ’ectue doit permettre a ’dléve de s aﬁproprier solidement l’us.age

des instruments de mesure et de dessin, d’acquérir deﬁmtlvement des techniques
opératoires (mentales ou ecrlt,s) et, conJ01nt;ement d’utlllser avec slireté des
calculatrices de poche, de s 'entrainer constamment awramonnement déductif.

L'utilisation dun ordinateur peut accompagner utilement ces activités.

1. Travaux géométriques

1.

Enoncé de Thalés rela_tif au triangle.
Application & -des.problémes de construction (moyenne géométrique...)..
Pyramide et cone de révolution: volume, section par un plan paralléle 3 la base.

Effet d’un agrand1ssement ou d’une réduction sur longueurs, aires et volumes,
masses.

. Angles:

Relations trigonométriques dans le triangle rectangle
Angle inscrit dans un cercle et angle au centre.

. Dans le plan, construction de transformées de figures par composition de deux

translations; de deux symétries centrales; de deux symétries orthogonales par
rapport & des droites paralléles ou perpendiculaires.

Translation et vecteur. Egalité vectorielle:

Dans le plan rapporté & un repére: effet d’'un déplacement par translation sur les
coordonnées d’un point; coordonnées d'un vecteur.

. Distance de deux points en repére orthonormal;

Equation d’une droite sous la forme:

y=mz;y=mr+p r=p.

Coefficient directeur; paraliélisme, Qrthogona.lité en repére orthonormal.
6. Addition vectorielle.

2. Travaux numériques

1. Ecritures littérales:

Factorisation d’expressions de la forme:
- b%; a? + 2ab + b?; a® — 2ab + b

(a et b dé31gnent des formes simples de nombres exprimés dans les dlﬂ'erentes
écritures déja rencontrées).
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2. Calcul élémentaires sur les redicaux (racines carrées):
Produit et quotient de deux radicaux.
Pui‘ssan‘ce d’ordre 2 ou 4 d’un radical.

3. Equa.tlons et méqua,tlons du premier degré:

* Méthodes graphiques de résolution d’équations et d’mequa.tlons du premier degre
& coefficients numériques.

Méthodes de résolution d’un systéme de deux équations ou inéquations du premier
degre a deux inconnues & coefficients numériques.

Exemples variés de problémes se ramenant au premier degré.

3. Organisation et gestion de données. Fonctions
1. Appllcatlol‘l affines: representa.tlon graphique d’une application affine.

2. Explmtatlon de donnees statistiques: Moyerme moyennes ponderees, médiane.

3. Mise en oeuvie de la proportionnalité sur des grandeurs-quotients ou sur des
grandeurs-produits.

4. Résolution d’équations par essais et corrections successifs.

5. Analyse (et construction) d’ anorlthmes comme suite d’instructions aboutissant
a la résolution d’un probléme donné.  Application numérique 4 'aide cl’un
“ordinateur. :
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ANNEXE 2

Réponses de 24 enseignants de mathématiques des colldges a la question:

“Une personne ayant fait des études scientifiques mais qui a perdu contact avec
’enseignement secondaire actuel vous demande ce que I'on enseigne anjourd’hui, en
algébre, au collége. Que lui répondez-vous?” '

1) _
— Utilisation et sens d’utilisation des lettres
- Résolution des équations et inéquations ler degré
— Identités remarquables
— Résoudre des problémes faisant appel & des factorisations et des développements
— Fractions
~ Racines carrées

2)

— Ecriture d’expressions algébriques (calculs, transformations, réle des parenthéses)

3) ‘
~ Peu de différence avec le passé
- On calcule avec des décimaux
~ avec des fractions, des rationnels
avec des irrationnels  calcul littéral

— On essaie de traduire mathématiquement des problémes concrets sous forme
d’équations & résoudre

4)
— Résolution d’équations
— Identités remarquables, etc. ...

5)
— FEtude des opérations (+, —, X, ) dans 'ensemble des nombres réels
— Factorisation, développement
— Identités remarquables
— Puissances ...
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6) _ .

- On essaie de dégager, au travers de situations dzﬂ'érentes ( “mathématxques ou
éventuellement aut:res) des. analogxes de fonctionnement. Ceci étant dit, on doit
retrouver, en fin de compte, les résultats de Palgébre “classique”: équations,
factonsat:ons '

7) . _ _
- 'Iritroduc_tfon progressive de variables (lettres représentant les nombres).
~ Presque plus de notions ensemblistes -

8) | | :
- —~ Calculs algébriques, fonctions, équations

9) o
— Développements, factorisations, puissances
10) |
— Les ensembles de nombres; les opérations, leurs propriétés

- Equations & une inconnue, linéaires & deux inconnues; quelques bricoles sur les
ensembles

1
— Equations et inéquéﬁons du -prenﬁér degré “Factoriser — Développer”
12)
~ Etude des nombres relatifs (calcul dans)
- équations du ler degré
- Etude des nombres réels
" = Etude des fractions, identités remarquables
13)
- Géométrie _
— Produit remarquable
~ Résolution d ‘équations
- Factonsatzon
- Développement

14)
— Calculs sur les polynémes -
— Factorisation — Développements
—~ Etude de fonctions simples



Enseignement de Ualgébre : 221

15)
— Des cours trés construits, ott tout est parfaitement clair et assimilable

- Constructions de type modu]aare EIabora.t:on des regles trés dépendantes les
" unes des autres

— Acquisition d’automatismes

— Ce cours requiert des bases solides, et bien assimilées. Pour 1 ‘éléve il correspond
souvent aux situations d’échec

— Cours assimilables & I'outil mathématique.
" = Cours trés clarifié par les math. modernes

16)

— Ensembles, mclusmn, intersection, réunion, propnetes des opérations: équations,
nombres rationnels (fractions)

- — Identités remarquables

17) Algébre
Régle des signes
Valeurs absolues
Racines carrées
Fractions
Identités remarquables
Factorisation
Fonctions du ler degré |
Equations du ler degre et systémes d’équations et d’inéquations
Inéquations '

18) L’algébre an collége:
— Calcul algébrique avec initiation progressive au maniement des lettres:
* réduire, ordonner, factoriser des polynémes
* mise en équation d’un probléme
* résoudre des équations et inéquations du ler degré & une inconnue

19)

- Résoudre des problémes du ler degré et gérer des données simples, dans
l'ensemble des réels

20) - |

— Résolution . d’équations, d’inéquations (et systéme) du ler degré & plusieurs
inconnues

- Eventuellement du second degré sans formalisme
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21) |
- Les techniques de calcul algébriqué: usage des parenthéses, régles opératoires,
identités remarquables, équations du ler degré ...
22), o
= Caleul numérique sur les nombres réels |
- Pfopriétés des opérations dans R et calcul algébriQue_. Equations et inéquations
du ler degré & une inconnue
— Vecteur, géométrie dans un repére carté.sie_n
~ Angles géométriques, trigonométrie

23) Algebre au collége:
- caleuls dans R, avec développements, factorisations, équations, inéquations -
— étude de fonctions affines et lindaires

24) Je pose Ia quest_i’on: A quel niveau? Suivant la réponse de la personne je précise:
* en 6éme on fait: -
* en 5éme on fait:
* en 4éme on fait:
* en 3éme on fait: -
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ANNEXE 3

Probleémes de fausse position. Ext. Mortreux (19'25), p 130.

-Méthode de supposition. — Problemes. — 1169, — Un négociant achéte une piéce
de drap a raison de 40 fr. le metre. Il en revend le quart 4 547 40 le métre, 1/5 & 50
fr. le métre et le reste & 50 fr. le métre. Il retire de cette vente un bénéfice de 1476
fr. Combien y avait-il de métres dans la piéce de drap?

Analyse. — Si la’longueur de la pieéce devenait 2, 3, 4 ... fois plus grande ou plus
petite, le bénéfice deviendrait 2, 3, 4 fois plus grand ou plus petit, c’est-a-dire que
la longueur de la piéce est proportionnelle au bénéfice qu’on retire de sa
- vente,

_ Solution: Supposons donc que la pidce de drap ait 20 m. ... 20 étant le p.p.c.m.
les dénominateurs 4 et 5. La longueur de la piéce contiendra 20 m autant de fcus
que le bénéfice total contient le bénéfice réalisé sur des 20 m.

1. Bénéfice total: 1476 fr.

2. Bénéfice sur 20 m.: ' '
| Sur 1 m.: 54,40 — 40% = 14 40.
a) Sur le quart ou sur 5 m. < - "
o Sur 5 m.: 14% 40 x 5 =144 : 2—72fr _

Sur 1 m.: 567 — 40% = 16fr. |

Sur 4 m.: 16" x 4 = 64fr.
Sur 1 m.: 50% — 407 = 10fr.
Sur (20m. — Om) ou 11m : 107 X 11 = 110fr.

d) En tout: 72% + 64% + 110% = 248r.

b) Sur % ou 4 m.

¢) Sur le reste: {

Réponse: Longueur de la pidce: 20™ x 1%—? = 20™ x 6 = 120m.
Autre méthode. - La longﬁeur de la piéce est le qudtienﬁ du bénéfice total

(1476 fr.) par le bénéfice moyen sur 1 m.

*1170. ~ Une marchande achéte des oeufs 4 36 fr. le cent. Elle en vend la moitié
3 0f, 54 'un et le reste & raison de 3 pour 17,30, De cette maniére elle gagne 226 .40
Combien a-t-elle vendu d’oeufs ' (C. Compl.)
*1171. - On a acheté des oeufs a 4™.50 1a douzaine: on en revend 1/3 4 6 fr. la -
douzaine: 1/3 & 5,40 et le reste a 47.30. Le bénéfice realisé est de 613 fr. Combien
d’oeufs avait-on achetés? (E.PS.)
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*1172, - On a payé 2880 fr. pour un certain nombre de meétres de velours et de
satm Le nombre de métres de satin est double de celui de velours; sacha,nt que le
métre de satin colte 30 fr et celui de velours 36 fr., combien a-t-on eu de métres de
chaque espéce? - (E.P.S.)

- *1173. ~ Une pidce de velours devait étre vendue a 36 fr. le métre. Par suite
d’un accldent les 2/5 de la Ppikce ont dii 8tre cédés & 24 fr. le métre et le reste & 30 fr.
1l en résulte une perte totale de 168 fr. Quelle était la longueur totale de cette pidce?
(C. C‘omp]) .

*1174. - Un négocm.nt é. acheté un certa.m nombre de douzaines d’oeufs a 4, 20
la douzaine. Il en vend d’abord la moitié & 47.50 la douzaine, puis les 2/3 du reste a
5f.40 la douzaine et le reste final a 5% .70 la douzaine. Il réalise un bénéfice total de
25fr.20. Combien avait-il acheté de douzaines d’oeufs? (Lgc. et Col.)

*1175 — Un marchand achéte un lot de moutons & trois prix. Il a payé le tiers
A raison de 126 fr. par téte: les 2/3 & raison de 115 fr. et le reste & raison de 20 fr.
1l revend le tout pour 10044 fr. et gagne ainsi 1/3 du prix d’achat. De combien de
moutons se composalt le tout?

*1176. — Pour payer 64500 fr. on a donné des billets de: 200 fr., 500 fr. et 100
" fr. Combien a-t-on employé de billets de chaque espéce, sachant que le nombre des
billets de 500 fr. est les 6/7 du nombre des billets de 1000 fr. et les 3/4 de nombre
 des billets de 100 fr.?
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ANNEXE 4
La résolution de problémes par I'algébre. 1. Un extrait de Newton 1707.
DE LA RESOLUTION

Méthode pour mettre une question en équation

_ Lorsqu’on ne sera sufﬁsamment exercé & transformer et & reduire des equa.tlons,
il faut essayer ses forces, en mettant des questions en équation. Une question étant
proposée, une partie importante de l'art du calculateur consiste & exprimer par des
équations chacune des conditions du probléme. Pour y parvenir, il examinera d’abord
si toutes ces conditions peuvent étre exprimées par des caractéres algébriques, de la
méme manidre que nous peignons nos pensées par le moyen des lettres de l'alphabet.
Si la chose est possible (comme elle est toujours, lorsque la question roule sur des
nombres ou sur des quantités abstraites), alors il donnera des noms aux quantités
connues, de méme qu’aux quantités inconnues; et le sens de la question sera exprimé,
si on peut parler ainsi, par un discours ana.lythue Et le conditions ainsi traduites
en langage algébrlque, donneront autant vd’é,quatxons ﬁu’d @1 fa,ut pour *résoudre la
question. - : REDE

Par exemple, qu’on demande trons nombres € pr;:)portlon contmue, dont la
‘somme soit 20, et la somme des quarrés” 140,776
,1,2; et la question sera traduite du la.ngage ordmaire en langage algébnque, en
cette maniére:

Question énoncée en langage ordinaire - La méme en langage algébrique.
On cherche trois nombres qui aient zy:
ces conditions: '

RN R
B -.»% '

1°. wils soient en - proportion . sty '
? PP - T y y zcmblen:z:z—yzl

continue. _ ‘oo N g,
2°, Queléursommefasse% ‘ | a:+‘y+z—20--
. Que la somme de leurs quarrés 2% g% + 2% = 140.
fasse 140. '
Ainsi la question est réduite aux équatiohs zz = ¢y, z+ Yy + z = 20,

2?2 + 9% + 2% = 140. A I’aide de ces équations et des ragles données précédemment, on
trouvera les valeurs de z, de y et de 2.

Rpelléfai“ d&s:‘tm}s nombrek‘incorinus g
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Au reste, il faut observer que la résolution des prdblémes est d’autant plus
facile et plus elegante, qu’on emploie moins d’inconnues. Ainsi dans le probléme dont
- il s’agit, en mettant x pour la premiére inconnue, y- pour la seconcle, la troisiéme sera

2
Ll , qui est en proportlon continue avec le deux autres. J'énonce don la questlon en
cette maniére: '

En Ia}lgage ordinaire. _ ~ En Iangage algébrique.
Cercher trois nombres en proportlon _ - Y ?J_z
contmue, ' B z
2 _
dont la somme soit 20, - T+y+ 5= 20.
et la somme des quarrés 140. | 2 £yl + g_z ' 140, .
y? y?
Les deux équations & + y + ol 20, et z2 + y + = =140 etant réduites, on

en tlrera les valeurs de x et de ¥

Voici un autre exemple Un marchand augmente sbn argent d’un tiers
chaque année, moins cent llvres(*) qu’il depense dans le méme espace de temps
pour les besoins de sa famille; au bout de trois ans ses richesses sont doublées; on
demande combien il avait d’argent Voici toutes les propOSItlons qui sont renfermées
1mphcntement dans cette -question, et qui doivent étre expnmees, pour pa.rvemr a. la.
resolutlon du probléme.

)1l & "agit 1(:1, comme on pense bien, de livres sterlings, ainsi cent livres font environ 2200
francs.
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Question exprimée La méme en langage algébrique.
en langage ordinaire.
Un marchand a un certain
nombre d’écus, sur lesquels il z.
dép(f_nse cent livres la premiére x — 100.
année; S
1 augmente ce qui lm reste d'un x— 100+ z _'100', ou bien iﬁ#
tiers. ' _
La seconde année il dépense Av — 400 100, ou bien' M{Z
en(.:ore: cent lw;res, t?t il augmente ce dz—700 4z — 700 . 162 — 2800
qui lui reste d’un tiers. 3 + 9 ou bien —
La troisitme année il dépense 16z — 2800 _ 100, ou bien 162 — 3700
encore cent livres, et il augmente 9 - 3 .
ce qui lui reste d'un tiers, et il se 16z — 3700 | 162 ~ 3700 , ou bien 64_3’:,_1_4.&’2
A 37
trouve deux fois plus riche qu’au : :
64z — 14800 _
_commencement de la premidre — g = 2z.
année, '

Ainsi la question est exprimée par I’équation w = 2z, et en la.

résolvant, on en tirera la valeur de z. Multipliez-la par 27, et vous aurez 64z —14800 =
54z; retranchez de chaque membre 54z, et le reste sera 10z ~ 14800 = 0; ou bien
10z = 14800, et en divisant par 10, il viendra z — 14800. Ainsi 1480 est le nombre de
livres qu'il avait au commencement de la premidre année.

Vous voyez que, dans le problémes qui ne renferment que des n’orhbres ou des
quantités abstraltes, il n’y a, pour ainsi dire, nen autre chose & faire qu’'a tradmre
la question du la.nga.ge ordlnalre en langage algébrlque, c est-ardlre, & exprimer ses
conchtlons par des. caracteres propres a peindre nos idées sur les rapports des qua,ntltes
Il arrive asséz souvent que le discours par lequel I'état d’une question est exprimé, ne
parait pas pouvoir étre traduit en langage algébrique; mais on I'y dlsposera facilement,
en operant quelques changements, et sur-tout en s'attachant plus aux sens de paroles
qu’aux paroles elles-mémes. '

C’est ainsi que toutes les langues ayant leur idiome pa,rtlcuher, lorsqu’il faut
faire passer un ouvrage de 1'une dans une autre, ce ne sont pas les mots, mais les
pensées qu’il faut traduire. Au reste, comme les arts s’apprennent bien p'lus facilement
par des exemples que par des préceptes, je vais donner ici la solution de pluSLeurs
problémes.
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" PROBLEME I°.

- La somme de deux noiﬁbré_s égale a; Ia diﬁ‘erenée de leur quarré est b; on
- demande quels sont ces deux.nombres?
Soit z le plus petlt l’autre sera a — x; leurs quarres seront respectlvement z2,

et a2 ~ %azx + m2 la différence de ces quarrés est a® — 20z, qu'on suppose égale & 'b.
On a, Ear conséquent I'équation a2 — 2ax = b donc en réduisant, a2 — b = 2ax, ou

bien —r= e i

2a 2 2 _

EXEMPLE Si la somme des deux nombres que nous avons supposée a, est 8,
et la d1ﬁ'érence b de leurs quarrés, 16, on aura x = 6—41_6—, our=3,eta—c =235

le deux nombres seraient donc 3 et 5.

PROBLEME IL

On a trois quantités x,y,2z. On connait le sommes de ces quantités prises deux
& deux, on demande Ila valeur de chacure en particulier?

- Soit a la somme des deux quantités z et y; et b, celle de x et 2; enfin ¢, celle
de y et z. Pour déterminer le trons quantltes z,y et z, on a donc le trois équations
T+y=a,x+2z=0bet ¥+ z = ¢. Maintenant pour éliminer deux des trois inconnues
y et z, par exemple, retra.nchez x dans la premiére et dans la seconde équation; et
vous aurez y=a-c;etz=b— T, substltuez ces valeurs de y et z, dans la. trmsleme

y+2z =g, elle devxendra, a—c+b—-z = ¢ et en réduisant et dégageant z, vous -

a+b-
a.urez, T = —+---»-— T etant trouvé, on substituera sa valeur dans le deux équatlons

'y—a. :retz—b , et on auralesvaleursdeyetdez
Par exemple, si la somme de y et de z est 9; \,elle dex et 2, 10 et celle de y et
z, 13 alors substntuez dans les équations, 9 au licu de a; 10 au lieu de b, et 13 au lieu

'dec,eta+b c sera égal & 6. Etm.——ﬁ-g——c—l’v,y—a r=6etz=b—x="7T
PROBLEME IIL.

Il s’agit de partager un nombre donné en parties f;eHes, que chacune des plus
grandes surpasse la plus petite d’une quantité donnée.

- Soit a la quantité qu’il faut partager en quatre parties, et = la premiére et
la plus petite de ces parties; b I'excés de la seconde sur la premitre; ¢ l'excés de la
troisiéme; et d 'excés de la quatridme. La seconde partie sera donc x + b, la troisieme
z+e, et la quatriéme z + d. La somme de toutes ces parties sera 4z + b+ ¢+ d qui
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doit &tre ég&le a a. Donc 4z + b+ ¢ +d = a. Retranchez de part et d’_a’utré, b+c+d,
ét ler’estesera4:ri-a—b c—d,onx= u—:—ﬂ.

Par exemple, qu'il s’agisse de partager une ligne de 20 pieds en quatre parties, -
de maniére que D'excés de la seconde sur la premitre soit de deux pieds; celui de la

troisiéme sur la premidre de 3 pieds, et enfin celui de la quatridme de 7 pieds. La

a—b—c—. : T
valeurde:csera:z—a—é——u 0u:1:-20 2-3- =2 x+b= 4:1:+c-—5_-

- 4 ’ 4
z+d=09.
) On suivra la méme marche pour diviser une autre quantité quelconque, en un
nombre de pa.rtles telles qu’on voudra.

" PROBLEME 1V.

Un homme veut distribuer de I’ argenf; a des pauvres. S’il avait huit deniers de
plus, il pourrait en donner trois & chacun; il ne leur en donne done que deux, et il lui
en reste trois. On demande le nombre des pauvres?

Soit z le nombre des pauvres. Il s’en faut de huit deniers que 'homme ne
puisse distribuer 3z. Son argent peut donc étre représenté par 3z — 8. I distribue
sur cet argent 2x deniers: par consequent ce qul lui reste apres la distribution sera '
represente par 3z — 8 — 2z, ou z — 8; mais nous avons dit que ce reste était égal &
trois denlers, par consequent z—8=3,ouz =11,

PROBLEME V.

Deux messagers A et B sont eIo:gnes Pun de I'autre de 59 milles; ils partent le
matin pour aller & leur rencontre mutuelle. A fait 7 milles en deux heures, et B en
fajt 8 trois heures, mais A est part1 une heure avant B. On demande combien A fera
- de m:Hes avant de rencontrer B,

Appelez ce nombre de milles z. Alors 59 — z sera le g':hem'in qu’aura fait

'B. Et comme A fait 7 milles en deux heures, il fer_a x de milles en 27:8 d’heures;

) : o . . o, 2x
ce qu'on trouve en faisant cette proportion, 7 milles : 2 heures :: z milles : —

heures. De méme, comme B fait 8 milles en 3 hetires, il fera 59 — z milles en
177—-3
s d’heures. Maintenant; comme la diﬂ’érence de ces temps est 1 heure, ils

8
deviendront égaux, en ajoutant 1 au plus petit, c’est-a-dire & -1-%—@, et on aura
177 =3 2 _
I’équation 1 + ST _ 2 . Bt en reduusant on trouve x = 35. En effet, si ’'on
' 177 — 33: 2z 16:1:

multiplie I'équation 1 +

= ——,ou

3 = par 8, elle devient, 8 +- 177 — 3z
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185 3::: = 16z , €t en multlpllant. de nouvea.u tout par 7, on a enfin, 1295— 21z = 16z,
ou, 1295 = 3‘;:1:, et en divisant par 37; on a, z = 35. Ainsi A fera 35 milles avant de
rencontrer B. '

Le méme probléme d’ une maniére pIus genérale

| On donne Ies vitesses de deux moblles Aet B on donne aussi Ia dlﬂ'érence des
temps et des lieux de départ; on demande de déterminer le lieu ot ils se rencontrent.

Supposez que la vitesse de A soit telle, Qu’il pai‘coure Pespace ¢ pendant le
temps f; et celle du mobile B telle, qu'il parcoure I'espace d dans le temps g; sSupposez
encore que la différence des points de départ soit e, et la différence des instants de
~ départ A. R
| PREMIER CAS.

Sl les deux mobiles vont dans le méme sens, et que A poursuive B, le chemin
de A sera égal a celul de B, plus a I'intervalle qui- séparait les deux mobiles au
commencement du mouvement: appelez z le chemm de A; retranchez c de z, et le
reste x — C sera. le chemin de B. Et comme A parcourt P’espace ¢ dans le temps f,
on trouvera le temps qu'i) emplme pour pa.rcounr  par cette proportion, I'espace ¢;

au temps [ :: lespa.ce z:au temps —cf Et comme B parcourt l'espace d dans le
gz — ge

temps g, Il parcourra espace z — ¢ dans le temps . Et comme on suppose-

la dlﬂerence des tempsfégale 3 h, 1l suffira d’ajouter h au plus petit pour les rendre
x

. C’est B qui a commencé & se mouvoir le premler, et on

- cdh
% et en rédulsa.nt il v1ent %
contra.lre c’est A qui est entré le premler en mouvement alors il faut ajouter h a
gx.— ge cge + cdh

d cg — df
lune. Et si on substitue da.ns la formule, 13 au lieu de ¢; 1 au lieu de f , d et g; 90 au

13x1x90+13x1x3 . 1209 3
lieu de €; et 3 au lieu de A, elle deviendra TSRS =13 1002.

Comptez donc ces cent degrés trois quarts depuis le commencement du bélier, et vous

égaux; par exemple a —

aura l’equatlon IE +h = =z Si au

, et le soleil le sera par B, et sera la longueur du chemin que fera la

arriverez 3 10“1, au 10°45’' du cancer.

ExeMPLE II. Si deux messagers, A et B, éloignés 'un de l'autre de 59 milles,
partent le matin pour aller & leur rencontre mutuelle; que A fasse 7 milles en deux
heures, et B, 8 milles en trois heures; que B se mette en route une heure plus tard
que A, on demande le chemili que fera A avant de rencontrer B. Rép. 35 milles. En
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effet, puisqu'ils vont & la rencontre 'un de V’autre, et ce que c’est A qui s’est mis le
- cge + cdh

g+ T L
avant de rencontrer B. Et si on substitue dans cette formule 7 pour ¢, 2-pour f, 8

TX3x59+T7Tx8x1
Tx3+8x2 -

premier en route, ce sera la formule qui désignera le chemin qu’aura fait A

pour d, 3 pour g, 59 pour e, et 1 pour h, elle deviendra

1295
= =%
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ANNEXE 5

La résolution de problémes par I’algébre. 2. Un extrait de Laplace 1795.

Proposons-nous encore le probléme suivant:

Déux Iumiéres, dont Pune est quatre fois plus intense que 'autre, étant séparées
- par un mtervaﬂe de trois pieds; détermmer sur Ia droite qui Ies joint, Ie pomt qu’elles
éclairent egaiement

Si V’on nomme z la distance de la plus faible lumiére & ce point, cette distance
étant supposée dirigée vers la plus forte lumitre; 3 ~ x sera la distance de la plus
forte lumiére au méme point: or, on sait que la force de la lumiére décroit en raison

. . 1 ) . " .
du carré de la distance; en sorte que =3 sera la force de la plus petite lumiere, a la

distance x; et sera la force de la plus grande, a la distance 3 — z; ainsi, ces

4
(3 z)?
forces devant étre égales par la condition du probléme, on a
14
| 1~ 3=z
“ce qui donne; a,prés'.les réductions convenables,
| P tr=3
d’ot1 l’on tire |
r=-1=2.

* Les deux valeurs de z sont donc z = 1 et z = —3. La premitre apprend que
“le point également éclairé par les deux lumiéres, et plébé entre elles, est & un pied
de distance de la plus faible. La secdn_de valeur est négative; elle montre ce que 'on
pouvait ignorer d’abord, savoir qu'il existe un second point ég'alement éclairé par les
lumitres, et placé & trois pieds de distance de la plus faible, mais en sens contraire
du premier, ¢ est-ardlre sur la droite qui joint les deux lumléres, prolongée du c6té a
la plus forte. En effet, il est visible que ce point étant & trois pieds de distance de la
_ plus faible lumiére, et A six pieds de distance de l'autre, il est ega,lement éclairé par
les deux lumiéres. Vous voyez par-1a que les valeurs négatives satisfont, comme les
positives, aux problémes; mais elles doivent étre prises dans un sens opposé & celui des
valeurs que I’on considére comme positives. Ces solutions inattendues nous prouvent
la richesse de la langue algébrique, a la généralité de laquelle rien n’échappe, quand
on la gait bien lire.
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Quand l'addition des entiers s’applique-t-elle? Extrait de Lebesgue 1_932, pp.

3. — Mais que devient alors la “certitude mathématique”, qui a fixé de tout
temps |’attention des philosophes, s'il n’y a plus que des “mathématiques appliquées”?
Elle déchoit et n’est plus que la moins précaire de nos certitudes: l’Arithmétique,_doﬁt
les hommes, dans leur aspirations vers 'absolu, avaient fait “la science parfaite par
excellence”, n’est plus que la moins imparfaite de nos sciences. Elle est la science
humainement parfaite, qui, pratiquement, ne nous trompe jamais: d’ou lui v1ent
cette supériorité? '

Et tout d’abord comment se fait-il que nous nous trompions si souvent alors
que nous croyons appliquer un résultat expérimental? C’est que les frontiéres d’un
tel résultat ne sont jamais bien connues: quand nous disons: une baguette de verre,
frottée, attire de petits morceaux de papier, ceci suppose remplies bien des conditions
sous-entendues et mal connues. Il faudrait pouvoir préciser ce qu’on appelle du verre,
du papier, ce qu’on appelle frotter, préciser les temps, les chstances, les masses, et
aussi les conditions atmosphériques, etc.

L’arithmétique, elle, n’utilise qu'un trés petit nombre d’expériences, dont
chacune a été répétée un nombre prodlgleux de fois par chaque homme, depuis qu’il y
a des hommes. Aussi nous savons, sans hésitation, dans quels cas l’arlthméthue
s'applique, dans quels cas elle ne s'applique pas. Dans ces derniers cas, 1’1dee
d’appliquer ne nous effleure pas un instant: nous ne pensons a apphquer l’arlthméthue )
que lorsqu’elle s’applique, si bien que nous oublions qu'il y a des cas oil elle ne
s’applique pas: deux et deux font quatre: affirmons-nous.

Dans un verre je verse deux llqmdes, dans un autre deux liquides. Je verse'
le tout dans un vase, contiendra-t-il quatre llquldes? — C’est de la mauvaise foi,
dites-vous, ce n’est pas une question d’arithmétique.

— Dans une cage je mets deux animaux, puis encore deux annna.ux comblen
le cage contient-elle d’animaux? ~ Votre mauvaise foi, dites-vous, est plus éclatante
encore: cela dépend de Pespace de ces animaux, I'un d’entre eux pourrait dévorer les
autres: il faut aussi savoir si le décompte doit avoir lieu immédiatement ou dans un
an, alors que des animaux pourraient étre morts ou avoir eu des petits. En somme,
vous parlez de collections desquelles on ne sait si elles sont immuables, si chaque objet
y garde son individualité, s’il y a pas des objets qui apparaissent ol disparaissent.
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-Qu’ est-ce A dnre, sinon que certaines conditions doivent étre remplies pour que
l’arlthméthue s apphque? Quant 4 la régle, pour reconnaitre si elle s’applique, que
vous venez de me donner, elle est certes ex_cellente pratiquement, expérinmientalement,
mais elle n’a aucune valeur logique. Elle est P’aveu que Parithmétique s’applique quand

“elle gapplique. Et c’est pourquoi on ne peut pas démontrér que deux et deux font
_quatré,' ce qui est pourtant la vérité par excellence, car jamais nous ne nous trompons
en l’utlllsant

Dans les exposés purement loglques, oll l’anthméthue s’occupe de symboles
v1dés de toute mgmﬁcatlon, c’est grace seulement & un axiome que deux et deux font
quatre Je n’ai pas A parler ici de ce genre d’exposés, mais je puis bien dlre que, si
leur 1mportance ma.théma,thue est oonsndérable, g'ils nous ont beaucoup a.ppns, ils me
para.ltralent voués & un insuccés absolu si on voulait les conSIderer comme élumda.nt
la notion de nombre sans faire appel & l’expenence Dans ces jeux logiques il faut, en
effet, manier des collectlons de symboles, réalisés ou penses peu importe, et ¢ est alors
qu 1nterv1ennent toutes nos cormanssances, acquises grace & l’expénence, rela.twes aux
collections, c’est-a-dire a.ux nombres.
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